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BÖLÜM 2 

EKLEMLER VE KARAKTERİSTİK DENKLEMLERİ 

2.1. Eklemlere Ait Kinematik Ayrıntılar 

2.1.1. Bir Eklemin Kinematik Betimlenmesi        

Bir mekanik sistemin ℬ𝑎 ve ℬ𝑏 gibi iki uzvunu (katı cisim olduğu varsayılan iki öğesini) birbirine 

bağlayan eklem, burada 𝒥𝑎𝑏 (ya da 𝒥𝑏𝑎) simgesiyle gösterilmektedir. 𝒥𝑎𝑏 eklemi, birbiriyle 

uyumlu ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 gibi iki kinematik elemandan oluşur. Bunlardan ℰ𝑎𝑏 elemanı, ℬ𝑎 uzvunun; 

ℰ𝑏𝑎 elemanı ise, ℬ𝑏 uzvunun, birbirleri ile uyumlu bir çift oluşturmak üzere, özel olarak 

biçimlendirilmiş kısımlarıdır. Bu nedenle, bir çift kinematik elemandan oluştuğu için bir ekleme 

kinematik çift adı da verilmektedir.  

ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 kinematik elemanları, kendilerine bağlanan ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımlarıyla temsil 

edilirler. Bu eksen takımlarının orijinleri, 𝑂𝑎𝑏 ve 𝑂𝑏𝑎 noktalarıdır; temel birim vektör üçlü 

kümeleri ise aşağıda gösterilmiştir.  

 𝒰𝑎𝑏 = {𝑢⃗ 𝑖
(𝑎𝑏), 𝑢⃗ 𝑗

(𝑎𝑏), 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)
}  ve  𝒰𝑏𝑎 = {𝑢⃗ 𝑖

(𝑏𝑎), 𝑢⃗ 𝑗
(𝑏𝑎), 𝑢⃗ 𝑘

(𝑏𝑎)
}  (2.1.1) 

Buradaki 𝑖, 𝑗, 𝑘 indisleri, kinematik elemanları taşıyan ℬ𝑎 ve ℬ𝑏 uzuvlarına bağlanan ana eksen 

takımları (ℱ𝑎 ve ℱ𝑏) ile uyumlu olmak üzere, aşağıda gösterildiği gibi seçilebilirler.  

 𝑖𝑗𝑘 = 123 (genel olarak) ;  𝑖𝑗𝑘 = 231 ya da 312 (özel durumlarda)   (2.1.2) 

Bunun yanısıra, ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımları, öylesine seçilirler ki, ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 arasında yazılan 

karakteristik denklemler, mümkün olan en basit ifadeye sahip olabilsinler. 𝒥𝑎𝑏 eklemine özgü 

karakteristik  denklemler, ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 arasındaki bağıl duruşu (konum ve yönelimi) ifade ederler.    

2.1.2. Bir Eklemin Serbestlik Derecesi 

Bir 𝒥𝑎𝑏 ekleminin serbestlik derecesi, burada 𝜇𝑎𝑏 simgesiyle gösterilmektedir. Tanım gereği, 𝜇𝑎𝑏 

sayısı, ℰ𝑏𝑎 kinematik elemanının ℰ𝑎𝑏 kinematik elemanına göre bağıl duruşunu (konumunu ve 

yönelimini) tümüyle belirleyen bağımsız parametre sayısıdır. 

Üç boyutlu Öklid uzayında yer alan uzaysal bir mekanik sisteme ait bir 𝒥𝑎𝑏 ekleminin serbestlik 

derecesi, en az 𝜇𝑎𝑏 = 1 ya da en çok 𝜇𝑎𝑏 = 5 olabilir. 

İki boyutlu Öklid uzayında yer alan düzlemsel bir mekanik sisteme ait bir 𝒥𝑎𝑏 ekleminin 

serbestlik derecesi ise, en az 𝜇𝑎𝑏 = 1 ya da en çok 𝜇𝑎𝑏 = 2 olabilir. 

2.1.3. Eklemlerin Sınıflandırılması 

(a) Temas Biçimine Göre Sınıflandırma 

 Yüzeysel Temaslı Eklemler  

 Çizgisel Temaslı Eklemler 

 Noktasal Temaslı Eklemler 
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(b) Temas Gerilmelerine Göre Sınıflandırma 

 Düşük Mertebeli Eklemler (Temas gerilmeleri düşük olan eklemler)  

 Yüksek Mertebeli Eklemler (Temas gerilmeleri yüksek olan eklemler) 

Aslında, (a) ve (b) tipi sınıflandırmalar, birbiriyle ilintilidir. Şöyle ki, yüzeysel temaslı bir eklem, 

aynı zamanda düşük mertebeli bir eklemdir; çizgisel temaslı ya da noktasal temaslı bir eklem ise, 

aynı zamanda yüksek mertebeli bir eklemdir. 

(c) Temasın Sağlanmasına Göre Sınıflandırma 

 Biçim-Kapalı Eklemler  

 Kuvvet-Kapalı Eklemler 

Biçim-kapalı bir eklemde, kinematik elemanlardan biri ötekini tümüyle kuşatır ve serbestlik 

derecesi kapsamına girmeyen bir bağıl harekete izin vermez. 

Kuvvet-kapalı bir eklemde ise, kinematik elemanlardan biri ötekini kuşatmaz. Böyle bir eklemde 

kinematik elemanların temasını sağlamak için bir dış etmenin (kuvvetin ve/veya momentin) 

uygulanması gerekir. Bu dış etmen, yerçekimi yoluyla ya da bir yay aracılığıyla sağlanabilir. 

(d) Temas Arayüzünün Hareketine Göre Sınıflandırma 

 Basit Temaslı Eklemler 

 Yuvarlanma Temaslı Eklemler 

Bu sınıflandırma, çizgisel temaslı ve noktasal temaslı eklemler için geçerlidir.  

Basit temaslı bir eklemde, kinematik elemanlar arasındaki çizgisel ya da noktasal olan arayüz, 

elemanlar hareket ederken elemanlardan birine göre her zaman sabit kalır. 

Yuvarlanma temaslı bir eklemde ise, kinematik elemanlar arasındaki çizgisel ya da noktasal olan 

arayüz, elemanlar hareket ederken elemanların her ikisine göre de zamanla yer değiştirir.    

(e) Örnekler    

 Yüzeysel temaslı eklem örnekleri:  

- Döner eklem  

- Kayar (prizmatik) eklem  

- Silindirsel (silindrik) eklem  

- Küresel eklem  

- Düzlemsel temaslı eklem 

 Çizgisel temaslı eklem örnekleri: 

- Eksenleri paralel silindirsel kam çifti eklemi 

- Düz dişli çift eklemi 

- Konik dişli çift eklemi 

- Düzlem üstünde sıyırıcı eklemi 

- Düzlem üstünde silindir eklemi 
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 Noktasal temaslı eklem örnekleri: 

- Eksenleri paralel olmayan silindirsel kam çifti eklemi 

- Elipsoid kam çifti eklemi 

- Düzlem üstünde kalem eklemi 

- Düzlem üstünde küre eklemi 

 Basit temaslı eklem örnekleri: 

- Düzlem üstünde kalem eklemi 

- Elipsoid üstünde kalem eklemi 

- Düzlem üstünde sıyırıcı eklemi 

 Yuvarlanma temaslı eklem örnekleri: 

- Herhangi bir kam çifti eklemi 

- Düzlem üstünde silindir eklemi 

- Düzlem üstünde küre eklemi 

- Düz dişli çift eklemi 

- Konik dişli çift eklemi 

2.2. Düşük Mertebeli Yüzeysel Temaslı Eklemler     

2.2.1. Tek Eksenli Eklemler        

 

Şekil 2.1. Tek Eksenli Genel Bir Eklem 

Şekil 2.1'de tek eksenli genel bir eklem (𝒥𝑎𝑏) görülmektedir. Tek eksenli bir eklemde, ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 

kinematik elemanları, birbirlerine göre, aynı eksen etrafında dönme ve/veya aynı eksen boyunca 

ötelenme hareketi yapabilir. Eklemi karakterize eden bu eksen, 𝑛⃗ 𝑎𝑏 birim vektörü ile temsil edilir. 
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Kinematik elemanlara bağlanan ℱ𝑎𝑏 and ℱ𝑏𝑎 eksen takımları, usulen, 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)

= 𝑢⃗ 𝑘
(𝑏𝑎)

= 𝑛⃗ 𝑎𝑏 

olacak biçimde seçilirler. Böylece, ℱ𝑏𝑎 eksen takımının ℱ𝑎𝑏 eksen takımına göre yerdeğiştirmesi 

(dönmesi ve ötelenmesi), 𝜃𝑎𝑏 (bağıl dönme açısı) ile 𝑠𝑎𝑏 (bağıl ötelenme adımı) parametreleri 

kullanılarak aşağıda olduğu gibi gösterilebilir. Bu parametrelere eklem değişkenleri denir.       

 dönme[𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏), 𝜃𝑎𝑏] :  𝑢⃗ 𝑖

(𝑎𝑏)
→ 𝑢⃗ 𝑖

(𝑏𝑎)
  ve  𝑢⃗ 𝑗

(𝑎𝑏)
→ 𝑢⃗ 𝑗

(𝑏𝑎)
   (2.2.1) 

 ötelenme[𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏), 𝑠𝑎𝑏] :  𝑂𝑎𝑏 → 𝑂𝑏𝑎 ;  𝑟 𝑎𝑏,𝑏𝑎 = 𝑂𝑎𝑏𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑏𝑎 = 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)
𝑠𝑎𝑏 (2.2.2) 

Yukarıdaki vektörel ilişkiler, 𝑢̅𝑘
(𝑎𝑏/𝑎𝑏)

= 𝑢̅𝑘 olduğu göz önüne alınarak, aşağıdaki karakteristik 

matris denklemleriyle ifade edilebilir.   

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜃𝑎𝑏  (2.2.3) 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑘𝑠𝑎𝑏 (2.2.4) 

Tek eksenli eklemlerin dört türü bulunur. Bu türlerin özellikleri aşağıda açıklanmıştır.  

(a) Silindirsel (Silindrik) Eklem 

Silindirsel eklem, tek eksenli eklemler arasında, serbestlik derecesi 𝜇𝑎𝑏 = 2 olan tek eklem 

türüdür. Bunun nedeni, 𝜃𝑎𝑏 ve 𝑠𝑎𝑏 eklem değişkenlerinin birbirinden bağımsız iki parametre 

olmalarıdır.    

(b) Döner Eklem 

Döner eklemin serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 1'dir, çünkü 𝑠𝑎𝑏 = 𝑑𝑎𝑏 = sabittir. Bu sabit parametreye 

eklemin eksenel kaçıklığı denir. Buna dayanarak ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımları, orijinleri çakışacak 

biçimde, yani 𝑑𝑎𝑏 = 0 olacak biçimde, seçilebilirler. Böylece, döner eklemin karakteristik 

denklemleri, aşağıdaki basitleşmiş şekilleri alırlar.  

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜃𝑎𝑏  (2.2.5) 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 0̅ (2.2.6) 

(c) Kayar (Prizmatik) Eklem 

Kayar eklemin serbestlik derecesi de, 𝜇𝑎𝑏 = 1'dir, çünkü 𝜃𝑎𝑏 = 𝛿𝑎𝑏 = sabittir. Bu sabit 

parametreye eklemin açısal kaçıklığı denir. Buna dayanarak ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımları, 

yönelimleri paralel, yani 𝛿𝑎𝑏 = 0, olacak biçimde seçilebilirler. Böylece, kayar eklemin 

karakteristik denklemleri, aşağıdaki basitleşmiş şekilleri alırlar.  

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝐼 (2.2.7) 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑘𝑠𝑎𝑏 (2.2.8) 
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(d) Vidasal Eklem 

Vidasal eklemin de serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 1'dir. Çünkü, 𝑠𝑎𝑏 ile  𝜃𝑎𝑏 sabit olmasalar bile, 

aralarında aşağıda ifade edilen vidasal ilişki vardır.  

 𝑠𝑎𝑏 = 𝜆𝑎𝑏𝜃𝑎𝑏 + 𝑑𝑎𝑏 (2.2.9) 

Bu ilişkideki 𝜆𝑎𝑏 ve 𝑑𝑎𝑏 parametreleri sabittir. 𝜆𝑎𝑏 parametresi, vidasal eklemin hatvesi; 𝑑𝑎𝑏 

parametresi ise, vidasal eklemin eksenel kaçıklığı olarak adlandırılır. Bir çok durumda, ℱ𝑎𝑏 ve 

ℱ𝑏𝑎 eksen takımları, 𝑑𝑎𝑏 = 0 olacak biçimde konuşlandırılabilir. Böyle bir durumda, vidasal 

eklemin karakteristik denklemleri, aşağıdaki basitleşmiş şekilleri alırlar.   

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜃𝑎𝑏  (2.2.10) 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑘𝜆𝑎𝑏𝜃𝑎𝑏 (2.2.11)   

2.2.2. Üniversel Eklem (Kardan Eklemi) 

 

Şekil 2.2. İki Farklı Düzenlemeye Sahip Üniversel Eklemler 

Bir üniversel eklem, aslında bir çift döner eklemden oluşur. Dolayısıyla, serbestlik derecesi 

𝜇𝑎𝑏 = 2'dir. Yapısal ayrıntı olarak ℬ𝑎 ve ℬ𝑏 uzuvlarına ait ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 kinematik elemanlarının 

arasına üçüncü bir ℰ𝑏𝑎𝑏 kinematik elemanı girer. Döner eklemlerin sıralanmasına göre, Şekil 

2.2'de gösterilen iki farklı düzenleme ortaya çıkar.  

Her iki düzenlemede de 𝑂𝑎𝑏 ve 𝑂𝑏𝑎 orijinleri çakışık olduğu için kinematik elemanlar arasındaki 

konum denklemi basitçe şöyledir. 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 0̅ (2.2.12) 

Kinematik elemanlar arasındaki yönelim ilişkisi ise, döner eklemlerin sıralanmasına göre, aşağıda 

gösterilen iki biçimde ifade edilebilir.   
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Şekil 2.2'nin sol tarafındaki sıralama şöyledir. 

 ℱ𝑎𝑏
  rot[𝑢⃗⃗ 𝑘

(𝑎𝑏)
=𝑢⃗⃗ 𝑘

(𝑏𝑎𝑏)
, 𝜙𝑎𝑏]  

→                 ℱ𝑏𝑎𝑏
  rot[𝑢⃗⃗ 𝑖

(𝑏𝑎𝑏)
=𝑢⃗⃗ 𝑖

(𝑏𝑎)
, 𝜃𝑎𝑏]  

→                 ℱ𝑏𝑎 (2.2.13) 

Bu sıralamaya göre, 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑒𝑢𝑖𝜃𝑎𝑏  (2.2.14) 

Şekil 2.2'nin sağ tarafındaki sıralama ise şöyledir. 

 ℱ𝑎𝑏
  rot[𝑢⃗⃗ 𝑖

(𝑎𝑏)
=𝑢⃗⃗ 𝑖

(𝑏𝑎𝑏)
, 𝜃𝑎𝑏]  

→                 ℱ𝑏𝑎𝑏
  rot[𝑢⃗⃗ 𝑘

(𝑏𝑎𝑏)
=𝑢⃗⃗ 𝑘

(𝑏𝑎)
, 𝜙𝑎𝑏]  

→                 ℱ𝑏𝑎 (2.2.15) 

Bu sıralamaya göre, 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑖𝜃𝑎𝑏𝑒𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏  (2.2.16) 

2.2.3. Küresel Eklem 

 
Şekil 2.3. Küresel Eklem 

Küresel bir eklem, Şekil 2.3'te gösterilmiştir. Kinematik elemanlardan ℰ𝑎𝑏 küresel bir yuva 

biçimindedir; ℰ𝑏𝑎 ise bu yuva içinde üç farklı eksen etrafında serbestçe dönebilen bir küredir. 

Dolayısıyla, küresel eklemin serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 3'tür.  

Küresel kinematik elemanların merkezleri çakışık olduğu için, bağıl ötelenme denklemi şöyledir.   

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 0̅ (2.2.17) 

Bağıl dönme denklemi ise, üç bağımsız açısal eklem değişkeni (𝜙𝑎𝑏, 𝜃𝑎𝑏, 𝜓𝑎𝑏) cinsinden şöyle 

yazılabilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑛̃𝑎𝑏1𝜙𝑎𝑏𝑒𝑛̃𝑎𝑏2𝜃𝑎𝑏𝑒𝑛̃𝑎𝑏3𝜓𝑎𝑏  (2.2.18) 

(2.2.18) denklemi, aşağıdaki dönme sıralamasına göre yazılmıştır. 

 ℱ𝑎𝑏
  dönme[𝑛⃗ 𝑎𝑏1,𝜙𝑎𝑏]  
→             ℱ𝑏𝑐

  dönme[𝑛⃗ 𝑎𝑏2,𝜃𝑎𝑏]  
→             ℱ𝑐𝑏

  dönme[𝑛⃗ 𝑎𝑏3,𝜓𝑎𝑏]  
→             ℱ𝑏𝑎 (2.2.19) 
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Bu sıralamadaki dönme eksenleri, birbirlerinden farklı olmak koşuluyla, keyfi olarak seçilebilir. 

Ek bir koşul olarak, bu eksenlerin birim vektörleri (𝑛⃗ 𝑎𝑏1, 𝑛⃗ 𝑎𝑏2, 𝑛⃗ 𝑎𝑏3), dönme öncesi ve sonrası 

eksen takımlarında sabit görünecek biçimde seçilirler. Şöyle ki, 

 

𝑛̅𝑎𝑏1 = 𝑛̅𝑎𝑏1
(𝑎𝑏)

= 𝑛̅𝑎𝑏1
(𝑏𝑐)

= sabit

𝑛̅𝑎𝑏2 = 𝑛̅𝑎𝑏2
(𝑏𝑐)

= 𝑛̅𝑎𝑏2
(𝑐𝑏)

= sabit

𝑛̅𝑎𝑏3 = 𝑛̅𝑎𝑏3
(𝑐𝑏)

= 𝑛̅𝑎𝑏3
(𝑏𝑎)

= sabit

  } (2.2.20) 

Bu birim vektörlerin en uygun seçimi ise, küresel eklemin kullanıldığı mekanik sistemin 

kinematik yapısına bağlıdır. Sisteme özgü uygun seçimlerle kinematik bağlantı denklemleri 

olabildiğince basitleştirilebilir.         

2.2.4. Düzlemsel Temaslı Eklem 

 

Şekil 2.4. Düzlemsel Temaslı Eklem  

Kinematik elemanları arasında düzlemsel temas olan bir eklem, Şekil 2.4'te gösterilmiştir. 

Düzlemsel temas, elemanlara bağlı ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımlarının 𝑖-𝑗 düzlemleri üzerinde 

sağlanmaktadır. Temas biçimi nedeniyle eklemin serbestlik derecesi 𝜇𝑎𝑏 = 3'tür. Eklemin 

karakteristik denklemleri ise, üç adet bağımsız eklem değişkeni (𝑥𝑎𝑏, 𝑦𝑎𝑏, 𝜃𝑎𝑏) cinsinden şöyle 

yazılabilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜃𝑎𝑏  (2.2.21) 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏 (2.2.22) 
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2.3. Yüksek Mertebeli Basit Temaslı Eklemler 

2.3.1. Düzlem Üstünde Çizgisel Temaslı Eklem 

 

Şekil 2.5. Düzlem Üstünde Çizgisel Temaslı Eklem 

Düzlem üstünde çizgisel temaslı bir eklem, Şekil 2.5'te gösterilmiştir. Görüldüğü gibi, bu eklem 

basit temaslıdır, çünkü çizgisel temas arayüzü, elemanlardan birine (ℰ𝑏𝑎'ya) göre sabit 

kalmaktadır. Bu eklemin ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 kinematik elemanları, birbirine göre dik iki eksen etrafında 

dönme, ayrıca yine birbirine göre dik başka iki eksen boyunca da ötelenme hareketleri 

yapabilirler. Dolayısıyla, eklemin serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 4'tür. Eklemin karakteristik 

denklemleri ise, dört adet bağımsız eklem değişkeni (𝜙𝑎𝑏, 𝜃𝑎𝑏, 𝑥𝑎𝑏, 𝑦𝑎𝑏) cinsinden şöyle 

yazılabilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑒𝑢𝑖𝜃𝑎𝑏  (2.3.1) 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏 (2.3.2) 

2.3.2. Düzlem Üstünde Noktasal Temaslı Eklem 

 

Şekil 2.5. Düzlem Üstünde Noktasal Temaslı Eklem 
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Düzlem üstünde noktasal temaslı bir eklem, Şekil 2.6'da gösterilmiştir. Görüldüğü gibi, bu 

eklem de basit temaslıdır, çünkü noktasal temas arayüzü, elemanlardan birine (ℰ𝑏𝑎'ya) göre sabit 

kalmaktadır. Bu eklemin ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 kinematik elemanları, birbirlerine göre üç farklı eksen 

etrafında dönme, onlardan başka iki farklı eksen boyunca da ötelenme hareketleri yapabilirler. 

Dolayısıyla, eklemin serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 5'tir. Eklemin karakteristik denklemleri ise, beş 

bağımsız eklem değişkeni (𝜙𝑎𝑏, 𝜃𝑎𝑏, 𝜓𝑎𝑏, 𝑥𝑎𝑏, 𝑦𝑎𝑏) cinsinden şöyle yazılabilir.  

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑛̃𝑎𝑏1𝜙𝑎𝑏𝑒𝑛̃𝑎𝑏2𝜃𝑎𝑏𝑒𝑛̃𝑎𝑏3𝜓𝑎𝑏  (2.3.3) 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏 (2.3.4) 

Bu eklem, aslında, düzlemsel temaslı bir eklem ile küresel bir eklemin bileşimi biçiminde 

düşünülebilir. Dolayısıyla, daha önce, küresel bir eklemi karakterize eden dönme eksenleri 

hakkında söylenen özellikler, bu eklem için de geçerlidir.   

2.4. Yüksek Mertebeli Noktasal ve Yuvarlanma Temaslı Eklem  

       (Çift Eğrilikli Kam Çifti Eklemi) 

 

Figure 2.7. Çift Eğrilikli Kam Çifti Eklemi 

Üç boyutlu uzaydaki bir yüzey, ya sıfır eğrilikli (yani düzlemsel), ya tek eğrilikli (yani silindirsel 

ya da konik), ya da çift eğrilikli (örneğin küre, elipsoid, paraboloid ve benzerleri biçiminde) 

olabilir. Çift eğrilikli bir yüzeyin bir başka yüzeyle (eğrilik türü ne olursa olsun) teması, ancak 

noktasal olabilir. Tek eğrilikli bir yüzeyin ise, bir düzlemle teması ancak çizgisel, bir başka tek 

eğrilikli yüzeyle teması ise çizgisel ya da noktasal olabilir. 

Şekil 2.7'de 𝒮𝑎𝑏 ve 𝒮𝑏𝑎 gibi çift eğrilikli yüzeylere sahip olan iki uzaysal kamdan oluşan bir 

eklem görülmektedir. İki kam arasında noktasal temas olduğu için, bu eklemin serbestlik derecesi 

𝜇𝑎𝑏 = 5'tir. Ne var ki, bu eklemi yalnızca 5 bağımsız değişkenle karakterize etmek kolay ve 

elverişli olmamaktadır. Bunun yerine 13 değişken kullanmak ve aralarında 8 bağımsız ilişki 

kurmak, eklemin kinematik özelliklerini çok daha açık ve etkin bir biçimde yansıtabilmektedir.    

Bu ekleme ait 13 değişken ve aralarında kurulan 8 bağımsız ilişki aşağıda açıklanmıştır.    
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2.4.1. Bağıl Konum Denklemleri 

Şekil 2.7'de görüldüğü gibi, 𝑄𝑎𝑏 ve 𝑄𝑏𝑎 noktaları, iki yüzeyin anlık temas noktalarıdır. Bu 

noktalar kullanılarak aşağıdaki vektör denklemi yazılabilir.  

 𝑂𝑎𝑏𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑎𝑏 = 𝑂𝑎𝑏𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑏𝑎 + 𝑂𝑏𝑎𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑏𝑎     

 𝑟 𝑎𝑏𝑞 = 𝑟 𝑎𝑏,𝑏𝑎 + 𝑟 𝑏𝑎𝑞 (2.4.1) 

(2.4.1) vektör denklemine ℱ𝑎𝑏 eksen takımında karşılık gelen matris denklemi şöyledir. 

 𝑟̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏) + 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎)

   (2.4.2) 

(2.4.2) denklemindeki dikeysıra matrislerinin açılımları ise şöyledir.  

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑘𝑧𝑎𝑏 (2.4.3) 

 𝑟̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑘𝑧𝑎𝑏𝑞 (2.4.4) 

 𝑟̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑘𝑧𝑏𝑎𝑞 (2.4.5) 

(2.4.2) denklemindeki dönüşüm matrisi ise, küresel bir eklemde olduğu gibi, üç açılı bir dönme 

matrisi biçiminde ifade edilebilir. Şöyle ki,  

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑛̃𝑎𝑏1𝜙𝑎𝑏𝑒𝑛̃𝑎𝑏2𝜃𝑎𝑏𝑒𝑛̃𝑎𝑏3𝜓𝑎𝑏  (2.4.6) 

Buradaki 𝑛̃𝑎𝑏1, 𝑛̃𝑎𝑏2, 𝑛̃𝑎𝑏3 matrisleri, kinematik ilişkileri basitleştirmek üzere seçilebilecek sabit 

matrislerdir. 

Temas noktalarının ilgili eksen takımlarındaki koordinatları, (2.4.2) denklemine ek olarak, 

aşağıdaki yüzey denklemlerini de sağlarlar. 

 𝑓𝑎𝑏(𝑥𝑎𝑏𝑞, 𝑦𝑎𝑏𝑞 , 𝑧𝑎𝑏𝑞) = 0 (2.4.7) 

 𝑓𝑏𝑎(𝑥𝑏𝑎𝑞, 𝑦𝑏𝑎𝑞 , 𝑧𝑏𝑎𝑞) = 0 (2.4.8) 

Bunun ötesinde, 𝒮𝑎𝑏 ve 𝒮𝑏𝑎 yüzeyleri, anlık temas noktalarında birbirlerine teğet durumunda-

dırlar. Diğer bir deyişle, bu yüzeylerin temas noktalarındaki gradyan vektörleri, birbiriyle aynı ya 

da ters yönde çakışırlar. Yani, aşağıdaki gradyan hizalanma denklemini sağlarlar.   

 𝑔 𝑏𝑎 = −𝜆𝑎𝑏𝑔 𝑎𝑏 (2.4.9) 

(2.4.9) denkleminde, 𝒮𝑎𝑏 ve 𝒮𝑏𝑎 yüzeylerine ait gradyan vektörleri, 𝑔 𝑎𝑏 ve 𝑔 𝑏𝑎 simgeleriyle 

gösterilmiştir. Bir yüzeyin gradyan vektörü, o yüzeye diktir ve usulen o yüzeyin içbükey 

tarafından dışbükey tarafına doğru yönlendirilir. Eğer yüzey tümüyle ya da yerel olarak 

düzlemsel (yani eğriliksiz) ise, gradyan vektörünün yönü keyfi olarak seçilebilir.  

(2.4.9) denklemindeki 𝜆𝑎𝑏 katsayısı ise, gradyan oranı olarak tanımlanır. Eğer yüzeylerin her 

ikisi de, çoğunlukla olduğu gibi, dışbükey taraflarıyla temas ediyorsa, 𝜆𝑎𝑏 > 0 olur. Aksine, 

yüzeylerden biri dışbükey tarafıyla diğeri ise içbükey tarafıyla temas ediyorsa, 𝜆𝑎𝑏 < 0 olur.   
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Gradyan vektörleri (𝑔 𝑎𝑏 ve 𝑔 𝑏𝑎), kendilerine ilişkin ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımlarında, aşağıdaki 

dikeysıra matrisleriyle temsil edilirler.  

 𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 𝑢̅𝑖𝑓𝑎𝑏𝑥 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑎𝑏𝑦 + 𝑢̅𝑘𝑓𝑎𝑏𝑧    (2.4.10) 

 𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 𝑢̅𝑖𝑓𝑏𝑎𝑥 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑏𝑎𝑦 + 𝑢̅𝑘𝑓𝑏𝑎𝑧    (2.4.11) 

(2.4.10) ve (2.4.11) denklemlerinde, aşağıdaki kısmi türev tanımları kullanılmıştır. 

 

𝑓𝑎𝑏𝑥 = 𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑥
𝑓𝑎𝑏𝑦 = 𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑦

𝑓𝑎𝑏𝑧 = 𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑧

  } (2.4.12) 

 

𝑓𝑏𝑎𝑥 = 𝜕𝑓𝑏𝑎/𝜕𝑥
𝑓𝑏𝑎𝑦 = 𝜕𝑓𝑏𝑎/𝜕𝑦

𝑓𝑏𝑎𝑧 = 𝜕𝑓𝑏𝑎/𝜕𝑧

  } (2.4.13) 

Yukarıdaki matris gösterimleri kullanılarak (2.4.9) denklemi, şöyle de yazılabilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 (2.4.14) 

Daha önce de değinildiği gibi, bu eklem için 13 değişken kullanmak uygun olmaktadır. Bu 

değişkenler, iki kümeye ayrılarak aşağıdaki gibi listelenebilirler. 

 Eklem Değişkenleri (7 adet): 

 {𝑥𝑎𝑏 , 𝑦𝑎𝑏 , 𝑧𝑎𝑏; 𝜙𝑎𝑏 , 𝜃𝑎𝑏 , 𝜓𝑎𝑏; 𝜆𝑎𝑏}  (2.4.15) 

 Temas Noktası Koordinatları (6 adet): 

 {𝑥𝑎𝑏𝑞 , 𝑦𝑎𝑏𝑞 , 𝑧𝑎𝑏𝑞; 𝑥𝑏𝑎𝑞 , 𝑦𝑏𝑎𝑞 , 𝑧𝑏𝑎𝑞} (2.4.16) 

Yukarıdaki 13 değişken arasında 8 adet bağımsız ilişki bulunmaktadır. Bu ilişkilerden 6 adeti, 

(2.4.2) ve (2.4.14) sayılı dikeysıra matris denklemlerinde içerilmektedir. 2 adet ilişki ise, (2.4.7) 

ve (2.4.8) sayılı skalar denklemler tarafından sağlanmaktadır. Böylece, eklemin serbestlik 

derecesi 𝜇𝑎𝑏 = 13 − 8 = 5 olmaktadır. 

Buna göre, eğer eklem değişkenlerinden beşi (örneğin, 𝜙𝑎𝑏, 𝜃𝑎𝑏, 𝜓𝑎𝑏, 𝑥𝑎𝑏, 𝑦𝑎𝑏) verilirse, diğer 

sekiz değişken (yani, 𝑧𝑎𝑏, 𝜆𝑎𝑏, 𝑥𝑎𝑏𝑞 , … , 𝑧𝑏𝑎𝑞), sözü edilen denklemler kullanılarak belirlenebilir.  

2.4.2. Bağıl Hız Denklemleri 

İki kam arasındaki bağıl hız denklemleri, Kısım 2.4.1'deki bağıl konum denklemlerinin türevleri 

alınarak elde edilebilir. Alınan türevler aşağıda gösterilmiştir. 

 (2.4.7) ve (2.4.8) denklemlerinin türevleri:   

 𝑓𝑎𝑏𝑥𝑥̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝑦𝑦̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝑧𝑧̇𝑎𝑏𝑞 = 0    𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝑡

𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 0 (2.4.17) 

 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑥̇𝑏𝑎𝑞 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑦̇𝑏𝑎𝑞 + 𝑓𝑏𝑎𝑧𝑧̇𝑏𝑎𝑞 = 0    𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)𝑡

𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎) = 0 (2.4.18) 
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 (2.4.2) denkleminin türevi: 

 𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑟̇̅𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏) + 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎) + 𝐶̇̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̅𝑏𝑎𝑞

(𝑏𝑎)
   

 𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑣̅𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏) + 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎) + 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏)
𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̅𝑏𝑎𝑞

(𝑏𝑎)
 (2.4.19) 

(2.4.19) denkleminde şu tanımlar kullanılmıştır. 

 𝑣̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑟̇̅𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏)
 (2.4.20) 

 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

= 𝐶̇̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝐶̂(𝑏𝑎,𝑎𝑏)    𝜔̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

= dsm[𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

] (2.4.21) 

(2.4.3) ve (2.4.6) denklemlerine göre, iki kam arasındaki bağıl ötelenme ve dönme hızları, yani 

𝑣̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

 ve 𝜔̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

 dikeysıra matrisleri, şöyle ifade edilirler. 

 𝑣̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝑥̇𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑦̇𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑘𝑧̇𝑎𝑏 (2.4.22) 

 𝜔̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

= 𝜙̇𝑎𝑏𝑛̅𝑎𝑏1 + 𝜃̇𝑎𝑏𝑒
𝑛̃𝑎𝑏1𝜙𝑎𝑏𝑛̅𝑎𝑏2 + 𝜓̇𝑎𝑏𝑒

𝑛̃𝑎𝑏1𝜙𝑎𝑏𝑒𝑛̃𝑎𝑏2𝜃𝑎𝑏𝑛̅𝑎𝑏3 (2.4.23) 

 (2.4.14) denklemini türevi:  

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑔̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

+ 𝐶̇̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏 𝑔̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

− 𝜆̇𝑎𝑏𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

   

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑔̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

+ 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏 𝑔̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

− 𝜆̇𝑎𝑏𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 (2.4.24) 

(2.4.10) ve (2.4.11) denklemlerine göre, gradyan türevleri, yani 𝑔̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 ve 𝑔̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

, (2.4.12) ve 

(2.4.13) denklemlerindeki benzer notasyon kullanılarak şöyle ifade edilebilir. 

 𝑔̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 𝐻̂𝑎𝑏
(𝑎𝑏)
𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏)

 (2.4.25) 

 𝑔̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 𝐻̂𝑏𝑎
(𝑏𝑎)
𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎)

 (2.4.26) 

Buradaki 𝐻̂𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 ve 𝐻̂𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

 matrisleri, 𝑓𝑎𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧) ve 𝑓𝑏𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧) yüzey fonksiyonlarına ait Hesse 

(Hessian) matrisleridir. Bu matrislere eğrilik matrisleri de denir. Açık ifadeleri şöyledir. 

 𝐻̂𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= [

𝑓𝑎𝑏𝑥𝑥 𝑓𝑎𝑏𝑥𝑦 𝑓𝑎𝑏𝑥𝑧
𝑓𝑎𝑏𝑦𝑥 𝑓𝑎𝑏𝑦𝑦 𝑓𝑎𝑏𝑦𝑧
𝑓𝑎𝑏𝑧𝑥 𝑓𝑎𝑏𝑧𝑦 𝑓𝑎𝑏𝑧𝑧

]     (2.4.27) 

 𝐻̂𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= [

𝑓𝑏𝑎𝑥𝑥 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑦 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑧
𝑓𝑏𝑎𝑦𝑥 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑦 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑧
𝑓𝑏𝑎𝑧𝑥 𝑓𝑏𝑎𝑧𝑦 𝑓𝑏𝑎𝑧𝑧

]  (2.4.28) 

Hesse matrisleri kullanılarak (2.4.24) denklemi şöyle de yazılabilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝐻̂𝑏𝑎
(𝑏𝑎)
𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎) + 𝜆𝑎𝑏𝐻̂𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = [𝜆𝑎𝑏𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏)
− 𝜆̇𝑎𝑏𝐼]𝑔̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
 (2.4.29) 

Böylece, 13 değişkenin türevleri arasında, 8 adet bağımsız ilişki içermek üzere, (2.4.17), (2.4.18), 

(2.4.19) ve (2.4.29) denklemleri elde edilmiş olur.   
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2.5. Yüksek Mertebeli Çizgisel ve Yuvarlanma Temaslı Silindirsel Eklem        

       (Silindir Üstünde Silindir Eklemi ya da Silindirsel Kam Çifti Eklemi) 

 
Şekil 2.8. Silindirsel Kam Çifti Eklemi 

Şekil 2.8'de gösterilen eklem, eksenleri birbirine paralel olan iki silindirsel kamdan oluşmuştur. 

Bu eklemin, çizgisel temas korunduğu sürece, serbestlik derecesi 𝜇𝑎𝑏 = 3'tür. Ayrıca, 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)

 

yönündeki kayma hareketi bir yana bırakılacak olursa, bu eklem, 𝜇𝑎𝑏 = 2 olan bir düzlemsel kam 

çifti olarak da ele alınıp incelenebilir. Böyle yapılarak aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

2.5.1. Bağıl Konum Denklemleri   

Kamların her biri, aşağıdaki kam profili denklemleriyle betimlenebilir. 

 𝑓𝑎𝑏(𝑥𝑎𝑏𝑞, 𝑦𝑎𝑏𝑞) = 0 (2.5.1) 

 𝑓𝑏𝑎(𝑥𝑏𝑎𝑞, 𝑦𝑏𝑎𝑞) = 0 (2.5.2) 

Gradyan vektörleri, ilgili eksen takımlarında aşağıdaki dikeysıra matrisleriyle ifade edilebilir.  

 𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 𝑢̅𝑖𝑓𝑎𝑏𝑥 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑎𝑏𝑦 = 𝑢̅𝑖(𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑥𝑎𝑏𝑞) + 𝑢̅𝑗(𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑦𝑎𝑏𝑞)    (2.5.3) 

 𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 𝑢̅𝑖𝑓𝑏𝑎𝑥 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑏𝑎𝑦 = 𝑢̅𝑖(𝜕𝑓𝑏𝑎/𝜕𝑥𝑏𝑎𝑞) + 𝑢̅𝑗(𝜕𝑓𝑏𝑎/𝜕𝑦𝑏𝑎𝑞)       (2.5.4) 

Kamlar arasındaki dönme ise yalnızca 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)

 etrafında olabilir. Dolayısıyla,  

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜓𝑎𝑏  (2.5.5) 

Temas çizgisi üzerindeki 𝑄𝑎𝑏 ve 𝑄𝑏𝑎 noktaları ile 𝑂𝑎𝑏 ve 𝑂𝑏𝑎 orijinlerinin inceleme düzlemi 

üzerindeki izdüşümleri olan 𝐵𝑎𝑏 ve 𝐵𝑏𝑎 noktaları arasında ise aşağıdaki ilişkiler yazılabilir. 

 𝑟̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏) + 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎)

   

 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏𝑞 = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏 + 𝑒
𝑢𝑘𝜓𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑥𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑏𝑎𝑞)   

 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏𝑞 = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏 

             + (𝑢̅𝑖𝑐𝜓𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑠𝜓𝑎𝑏)𝑥𝑏𝑎𝑞 + (𝑢̅𝑗𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑖𝑠𝜓𝑎𝑏)𝑦𝑏𝑎𝑞)   
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 𝑥𝑎𝑏𝑞 = 𝑥𝑎𝑏 + 𝑥𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 (2.5.6) 

 𝑦𝑎𝑏𝑞 = 𝑦𝑎𝑏 + 𝑥𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 (2.5.7)  

Gradyan hizalanma denklemine gelince, o da aşağıdaki skalar denklemlere yol açar. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

   

 𝑒𝑢𝑘𝜓𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑓𝑏𝑎𝑥 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑏𝑎𝑦) = −𝜆𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑓𝑎𝑏𝑥 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑎𝑏𝑦)   

 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑠𝜓𝑎𝑏 = −𝜆𝑎𝑏𝑓𝑎𝑏𝑥 (2.5.8) 

 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑐𝜓𝑎𝑏 = −𝜆𝑎𝑏𝑓𝑎𝑏𝑦 (2.5.9) 

Yukarıda görüldüğü gibi, düzlemsel bir kam çifti için, aşağıdaki kümede listelenmiş olan 8 adet 

değişkeni kullanmak uygun olmaktadır. 

 {𝑥𝑎𝑏 , 𝑦𝑎𝑏 , 𝜓𝑎𝑏 , 𝜆𝑎𝑏; 𝑥𝑎𝑏𝑞 , 𝑦𝑎𝑏𝑞; 𝑥𝑏𝑎𝑞 , 𝑦𝑏𝑎𝑞} (2.5.10) 

Ne var ki, bu 8 adet değişken arasında, aşağıdaki denklemlerle ifade edilen 6 adet bağımsız ilişki 

bulunmaktadır. 

 (2.5.1), (2.5.2), (2.5.6), (2.5.7), (2.5.8), (2.5.9) 

Dolayısıyla, düzlemsel kam çiftinin serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 8 − 6 = 2 olmaktadır. Buna göre, 

8 değişkenden ikisi (örneğin, 𝑥𝑎𝑏 ve 𝑦𝑎𝑏) verilirse, diğer 6 değişken (yani, 𝜓𝑎𝑏, 𝜆𝑎𝑏, 𝑥𝑎𝑏𝑞, 𝑦𝑎𝑏𝑞, 

𝑥𝑏𝑎𝑞, 𝑦𝑏𝑎𝑞) yukarıda belirtilen 6 denklem çözülerek belirlenebilir.   

2.5.2. Bağıl Hız Denklemleri   

Kısım 2.5.1'de sözü edilen 6 denklemin türevi alınarak aşağıdaki hız denklemleri elde edilir. 

 𝑓𝑎𝑏𝑥𝑥̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝑦𝑦̇𝑎𝑏𝑞 = 0 (2.5.11) 

 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑥̇𝑏𝑎𝑞 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑦̇𝑏𝑎𝑞 = 0 (2.5.12) 

 𝑥̇𝑎𝑏𝑞 = 𝑥̇𝑎𝑏 + 𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 − (𝑥𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏)𝜓̇𝑎𝑏 (2.5.13) 

 𝑦̇𝑎𝑏𝑞 = 𝑦̇𝑎𝑏 + 𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 + (𝑥𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏)𝜓̇𝑎𝑏 (2.5.14) 

 (𝑓𝑏𝑎𝑥𝑥𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑥𝑠𝜓𝑎𝑏)𝑥̇𝑏𝑎𝑞 + (𝑓𝑏𝑎𝑥𝑦𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑦𝑠𝜓𝑎𝑏)𝑦̇𝑏𝑎𝑞 

 = (𝑓𝑏𝑎𝑥𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑐𝜓𝑎𝑏)𝜓̇𝑎𝑏 − 𝜆̇𝑎𝑏𝑓𝑎𝑏𝑥 − 𝜆𝑎𝑏(𝑓𝑎𝑏𝑥𝑥𝑥̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝑥𝑦𝑦̇𝑎𝑏𝑞) (2.5.15) 

 (𝑓𝑏𝑎𝑥𝑥𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑥𝑐𝜓𝑎𝑏)𝑥̇𝑏𝑎𝑞 + (𝑓𝑏𝑎𝑥𝑦𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑦𝑐𝜓𝑎𝑏)𝑦̇𝑏𝑎𝑞 

 = (𝑓𝑏𝑎𝑦𝑠𝜓𝑎𝑏 − 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑐𝜓𝑎𝑏)𝜓̇𝑎𝑏 − 𝜆̇𝑎𝑏𝑓𝑎𝑏𝑦 − 𝜆𝑎𝑏(𝑓𝑎𝑏𝑦𝑥𝑥̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝑦𝑦𝑦̇𝑎𝑏𝑞) (2.5.16) 

Bu 6 denklem sayesinde, 8 değişken türevi arasındaki bağımsız ilişkiler kurulmuş olur. Böylece, 

türevlerden ikisi (örneğin, 𝑥̇𝑎𝑏 ve 𝑦̇𝑎𝑏) verilirse, diğer türevler (yani, 𝜓̇𝑎𝑏 , 𝜆̇𝑎𝑏; 𝑥̇𝑎𝑏𝑞 , … , 𝑦̇𝑏𝑎𝑞), söz 

konusu denklemler çözülerek belirlenebilir. 
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2.5.3. Kaymadan Yuvarlanmalı Bağıl Hız Denklemleri 

          (Düz Dişli Çifti Denklemleri) 

Eğer iki silindirsel kam birbiri üzerinde, yeterli sürtünme ya da açılmış dişler sayesinde, 

kaymadan yuvarlanıyorsa, 𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏)

 ve 𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎)

 dikeysıra matrisleri arasında aşağıdaki tümlevcil 

olmayan (nonholonomik) ilişki ortaya çıkar.  

 𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞

(𝑏𝑎)
  (2.5.17) 

(2.5.17) denklemi, aşağıdaki skalar denklemlere yol açar. 

 𝑢̅𝑖𝑥̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦̇𝑎𝑏𝑞 = 𝑒
𝑢𝑘𝜓𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑥̇𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦̇𝑏𝑎𝑞)   

 𝑥̇𝑎𝑏𝑞 = 𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 (2.5.18) 

 𝑦̇𝑎𝑏𝑞 = 𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 (2.5.19) 

(2.5.18) ve (2.5.19) denklemleri ile (2.5.13) ve (2.5.14) denklemleri arasından temas noktası 

koordinatlarının türevleri yok edilince, ortaya şu denklemler çıkar.  

 𝑥̇𝑎𝑏 = (𝑥𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏)𝜓̇𝑎𝑏 (2.5.20) 

 𝑦̇𝑎𝑏 = (𝑦𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 − 𝑥𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏)𝜓̇𝑎𝑏 (2.5.21) 

(2.5.20) ve (2.5.21) denklemleri sayesinde iki türev (𝑥̇𝑎𝑏 ile 𝑦̇𝑎𝑏) belirlenince, geriye altı türev 

(𝜓̇𝑎𝑏 , 𝜆̇𝑎𝑏; 𝑥̇𝑎𝑏𝑞 , 𝑦̇𝑎𝑏𝑞; 𝑥̇𝑏𝑎𝑞 , 𝑦̇𝑏𝑎𝑞) kalmaktadır. Bunları belirlemek için kullanılacak denklemler 

ise, (2.5.13) ve (2.5.14) zaten kullanılmış olduğuna göre, aşağıda belirtilen 6 denklemdir. 

 (2.5.11), (2.5.12), (2.5.15), (2.5.16), (2.5.18), (2.5.19) 

Ne var ki, kaymadan yuvarlanma hareketinde, (2.5.18) ve (2.5.19) denklemlerinin varlığı 

nedeniyle, (2.5.11) ve (2.5.12) denklemlerinden biri diğerinden çıkartılabilir hale gelir. Bu 

nedenle, bağımsız denklem sayısı 5'e düşer. Bunun sonucunda da, eklemin serbestlik derecesi, 

𝜇𝑎𝑏 = 1 olur. Böylece, örneğin, yalnızca 𝜓̇𝑎𝑏 türevinin verilmesi ile diğer 5 değişkenin türevi 

(yani, 𝜆̇𝑎𝑏; 𝑥̇𝑎𝑏𝑞 , 𝑦̇𝑎𝑏𝑞; 𝑥̇𝑏𝑎𝑞 , 𝑦̇𝑏𝑎𝑞) belirlenebilir. 

Kaymadan yuvarlanma nedeniyle (2.5.11) ve (2.5.12) denklemlerinin arasında oluşan ilişki, 

aşağıda gösterilmiştir. 

(2.5.11) denklemi, (2.5.18) ve (2.5.19) denklemleri yerine konarak şöyle yazılabilir. 

 𝑓𝑎𝑏𝑥(𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏) + 𝑓𝑎𝑏𝑦(𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏) = 0   (2.5.22) 

Öte yandan, 𝜆𝑎𝑏 ≠ 0 olduğu için, (2.5.8) ve (2.5.9) sayılı gradyan hizalanma denklemleri, şu 

şekilde düzenlenebilir. 

 𝑓𝑎𝑏𝑥 = −(𝑓𝑏𝑎𝑥𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑠𝜓𝑎𝑏)/𝜆𝑎𝑏 (2.5.23) 

 𝑓𝑎𝑏𝑦 = −(𝑓𝑏𝑎𝑥𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑐𝜓𝑎𝑏)/𝜆𝑎𝑏 (2.5.24) 
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(2.5.22) denklemi üzerinde, (2.5.23) ve (2.5.24) denklemleri yerine konup gerekli işlemler 

yapılınca aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 (𝑓𝑏𝑎𝑥𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑠𝜓𝑎𝑏)(𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏) 

 +(𝑓𝑏𝑎𝑥𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑐𝜓𝑎𝑏)(𝑥̇𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦̇𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏) = 0   

 𝑓𝑏𝑎𝑥𝑥̇𝑏𝑎𝑞 + 𝑓𝑏𝑎𝑦𝑦̇𝑏𝑎𝑞 = 0   (2.5.25) 

Görüldüğü gibi, (2.5.11) denkleminden yola çıkılarak elde edilen (2.5.25) denklemi, (2.5.12) 

denklemi ile aynıdır. Dolayısıyla, (2.5.12) denklemine gerek kalmamaktadır. 

2.5.4. Örnek: Dairesel Düz Dişli Çifti 

Eğer dişliler dairesel ise, 𝑓𝑎𝑏 ve 𝑓𝑏𝑎 fonksiyonları şöyle ifade edilirler. 

 𝑓𝑎𝑏(𝑥𝑎𝑏𝑞, 𝑦𝑎𝑏𝑞) = 𝑥𝑎𝑏𝑞
2 + 𝑦𝑎𝑏𝑞

2 − 𝑟𝑎𝑏
2 = 0 (2.5.22) 

 𝑓𝑏𝑎(𝑥𝑏𝑎𝑞, 𝑦𝑏𝑎𝑞) = 𝑥𝑏𝑎𝑞
2 + 𝑦𝑏𝑎𝑞

2 − 𝑟𝑏𝑎
2 = 0 (2.5.23) 

Bu dişliler için gradyan vektörleri ise, aşağıdaki dikeysıra matrisleriyle temsil edilirler. 

 𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 2(𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏𝑞)    (2.5.24) 

 𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 2(𝑢̅𝑖𝑥𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑏𝑎𝑞)       (2.5.25) 

Bu durumda, (2.5.6) – (2.5.9) sayılı konum denklemleri, aşağıdaki biçimleri alırlar.  

 𝑥𝑎𝑏𝑞 = 𝑥𝑎𝑏 + 𝑥𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 (2.5.26) 

 𝑦𝑎𝑏𝑞 = 𝑦𝑎𝑏 + 𝑥𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 (2.5.27)  

 𝑥𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 = −𝜆𝑎𝑏𝑥𝑎𝑏𝑞 (2.5.28) 

 𝑥𝑏𝑎𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏 + 𝑦𝑏𝑎𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 = −𝜆𝑎𝑏𝑦𝑎𝑏𝑞 (2.5.29) 

(2.5.28) ve (2.5.29) denklemleri, (2.5.26) ve (2.5.27) denklemlerinde yerine konunca, 𝑥𝑎𝑏𝑞 ve 

𝑦𝑎𝑏𝑞 koordinatlarını veren aşağıdaki denklemler elde edilir. 

 𝑥𝑎𝑏𝑞 = 𝑥𝑎𝑏/(1 + 𝜆𝑎𝑏) (2.6.30) 

 𝑦𝑎𝑏𝑞 = 𝑦𝑎𝑏/(1 + 𝜆𝑎𝑏) (2.6.31) 

Öte yandan, (2.5.28) ve (2.5.29) denklemleri de, 𝑥𝑏𝑎𝑞 ve 𝑦𝑏𝑎𝑞 koordinatlarını verir. Şöyle ki, 

 𝑥𝑏𝑎𝑞 = −𝜆𝑎𝑏(𝑥𝑎𝑏𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 + 𝑦𝑎𝑏𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏) 

          = −𝜆𝑎𝑏(𝑥𝑎𝑏𝑐𝜓𝑎𝑏 + 𝑦𝑎𝑏𝑠𝜓𝑎𝑏)/(1 + 𝜆𝑎𝑏) (2.5.32) 

 𝑦𝑏𝑎𝑞 = −𝜆𝑎𝑏(𝑦𝑎𝑏𝑞𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑥𝑎𝑏𝑞𝑠𝜓𝑎𝑏) 

          = −𝜆𝑎𝑏(𝑦𝑎𝑏𝑐𝜓𝑎𝑏 − 𝑥𝑎𝑏𝑠𝜓𝑎𝑏)/(1 + 𝜆𝑎𝑏) (2.5.33) 

Yukarıda belirlenen koordinatlar, (2.5.22) ve (2.5.23) denklemlerinde yerlerine konunca, 

aşağıdaki denklemler elde edilir.  
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 𝑥𝑎𝑏
2 + 𝑦𝑎𝑏

2 = (1 + 𝜆𝑎𝑏)
2𝑟𝑎𝑏
2  (2.5.34) 

 𝑥𝑎𝑏
2 + 𝑦𝑎𝑏

2 = (1 + 𝜆𝑎𝑏)
2𝑟𝑏𝑎
2 /𝜆𝑎𝑏

2  (2.5.35) 

(2.5.34) ve (2.5.35) denklemlerinden ise, şu sonuçlar elde edilir. 

 𝜆𝑎𝑏 = 𝜎𝑎𝑏(𝑟𝑏𝑎/𝑟𝑎𝑏) ;  𝜎𝑎𝑏 = ±1 (2.5.36) 

 𝑥𝑎𝑏
2 + 𝑦𝑎𝑏

2 = (𝑟𝑎𝑏 + 𝜎𝑎𝑏𝑟𝑏𝑎)
2 = 𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎

2  (2.5.37) 

(2.5.37) denklemine göre, ℰ𝑏𝑎 kinematik elemanının (dişlisinin) merkezi, ℰ𝑎𝑏 kinematik 

elemanının (dişlisinin) merkezi etrafında, yarıçapı 𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎 = 𝑟𝑎𝑏 + 𝜎𝑎𝑏𝑟𝑏𝑎 olan bir çember üzerinde 

hareket eder. Bu ise, zaten bilinen bir sonuçtur. 

NOT: Dişlilerin her ikisi de dışbükey ise, 𝜎𝑎𝑏 = +1 ve 𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎 = 𝑟𝑎𝑏 + 𝑟𝑏𝑎 olur. Fakat, dişlilerden 

biri dışbükey diğeri ise içbükey ise, 𝜎𝑎𝑏 = −1 ve 𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎 = 𝑟𝑎𝑏 − 𝑟𝑏𝑎 olur.  

Analizi kolaylaştırmak üzere, eğer aşağıda tanımlanan kutupsal koordinatlar kullanılırsa, (2.5.37) 

denklemi kendiliğinden sağlanır. 

 𝑥𝑎𝑏 = 𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎𝑐𝜙𝑎𝑏 ,  𝑦𝑎𝑏 = 𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎𝑠𝜙𝑎𝑏  (2.5.38) 

Buradaki 𝜙𝑎𝑏 açısı, kol olarak tanımlanan 𝐵𝑎𝑏𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑏𝑎 vektörünün ℰ𝑎𝑏 dişlisine bağlı 𝑢⃗ 𝑖

(𝑎𝑏)
 birim 

vektörüne göre yaptığı açıdır.     

Bu arada, yukarıdaki sonuçlara göre, (2.5.20) ve (2.5.21) denklemleri, aşağıdaki biçimlerde 

yazılabilir. 

 𝑥̇𝑎𝑏 = −𝜆𝑎𝑏𝑦𝑎𝑏𝜓̇𝑎𝑏/(1 + 𝜆𝑎𝑏) = −𝜎𝑎𝑏𝑟𝑏𝑎𝑦𝑎𝑏𝜓̇𝑎𝑏/𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎 (2.5.39) 

 𝑦̇𝑎𝑏 = +𝜆𝑎𝑏𝑥𝑎𝑏𝜓̇𝑎𝑏/(1 + 𝜆𝑎𝑏) = +𝜎𝑎𝑏𝑟𝑏𝑎𝑥𝑎𝑏𝜓̇𝑎𝑏/𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎 (2.5.40)  

Bu denklemlerin her ikisi de, (2.5.38) denklem çifti kullanılınca aşağıdaki denkleme indirgenir. 

 𝑟𝑎𝑏𝑏𝑎𝜙̇𝑎𝑏 = 𝜎𝑎𝑏𝑟𝑏𝑎𝜓̇𝑎𝑏 (2.5.41) 

Ayrıca, ℰ𝑏𝑎 ve ℰ𝑎𝑏 dişlilerinin kola göre bağıl yönelimlerini belirtmek üzere, aşağıdaki iki açı 

tanımlanabilir.  

 𝜃𝑏𝑎𝑟 = 𝜓𝑎𝑏 − 𝜙𝑎𝑏    (ℰ𝑏𝑎 dişlisinin kola göre bağıl açısı)   (2.5.42) 

 𝜃𝑎𝑏𝑟 = 0 − 𝜙𝑎𝑏       (ℰ𝑎𝑏 dişlisinin kola göre bağıl açısı) (2.5.43) 

(2.5.42) ve (2.5.43) denklemleri kullanılarak (2.5.41) denklemi şöyle de yazılabilir. 

 𝑟𝑏𝑎𝜃̇𝑏𝑎𝑟 = −𝜎𝑎𝑏𝑟𝑎𝑏𝜃̇𝑎𝑏𝑟   (2.5.44) 

(2.5.44) denklemi ise, görüldüğü gibi, kola göre yazılan alışılagelmiş düz dişli çifti denklemidir. 
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2.6. Yüksek Mertebeli Çizgisel ve Yuvarlanma Temaslı Konik Eklem  

       (Koni Üstünde Koni Eklemi) 

 

Şekil 2.9. Koni Üstünde Koni Eklemi 

Şekil 2.9'da ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 gibi iki konik kinematik elemandan oluşan bir eklem görülmektedir. Bu 

elemanlara bağlanan ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımlarının orijinleri olan 𝑂𝑎𝑏 ve 𝑂𝑏𝑎 noktaları, 

konilerin tepe noktalarına yerleştirilmiştir. ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 elemanları, anlık olarak çakışık olan 

𝑂𝑎𝑏𝑄𝑎𝑏 ve 𝑂𝑏𝑎𝑄𝑏𝑎 doğruları boyunca temas halindedirler. Konik elemanların yükseklikleri 

(yani, 𝑧𝑎𝑏 = 𝑂𝑎𝑏𝐵𝑎𝑏 ve 𝑧𝑏𝑎 = 𝑂𝑏𝑎𝐵𝑏𝑎), taban eğrileri üzerindeki 𝑄𝑎𝑏 ve 𝑄𝑏𝑎 noktaları çakışık 

olmak üzere, keyfi olarak seçilebilir. Buradaki 𝐵𝑎𝑏 ve 𝐵𝑏𝑎 noktaları ise, tepe noktalarının 

konilerin tabanları üzerindeki izdüşümleridir. 

2.6.1. Bağıl Konum Denklemleri   

ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 elemanlarının şeklini oluşturan konik 𝒮𝑎𝑏 ve 𝒮𝑏𝑎 yüzeyleri, matematiksel olarak 

aşağıdaki fonksiyonlarla betimlenebilir. Bu fonksiyonlara, taban fonksiyonları ya da doğrultman 

(direktris) fonksiyonları denir. 

 𝑓𝑎𝑏(𝜉𝑎𝑏𝑞, 𝜂𝑎𝑏𝑞) = 0 (2.6.1) 

 𝑓𝑏𝑎(𝜉𝑏𝑎𝑞 , 𝜂𝑏𝑎𝑞) = 0 (2.6.2) 

(2.6.1) ve (2.6.2) denklemlerindeki fonksiyonların argümanları, aşağıda tanımlanan boyutsuz 

koordinat oranlarıdır. 

 
𝜉𝑎𝑏𝑞 = 𝑥𝑎𝑏𝑞/𝑧𝑎𝑏𝑞
𝜂𝑎𝑏𝑞 = 𝑦𝑎𝑏𝑞/𝑧𝑎𝑏𝑞

  } (2.6.3) 

 
𝜉𝑏𝑎𝑞 = 𝑥𝑏𝑎𝑞/𝑧𝑏𝑎𝑞
𝜂𝑏𝑎𝑞 = 𝑦𝑏𝑎𝑞/𝑧𝑏𝑎𝑞

  } (2.6.4) 
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𝑓𝑎𝑏(𝜉𝑎𝑏𝑞, 𝜂𝑎𝑏𝑞) işlevine ait gradyanı oluşturmak üzere ilgili türevler şöyle alınır. 

 𝑓𝑎𝑏𝑥 = 𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑥𝑎𝑏𝑞 = (𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝜉𝑎𝑏𝑞)(𝜕𝜉𝑎𝑏𝑞/𝜕𝑥𝑎𝑏𝑞) = 𝑓𝑎𝑏𝜉/𝑧𝑎𝑏𝑞 (2.6.5) 

 𝑓𝑎𝑏𝑦 = 𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑦𝑎𝑏𝑞 = (𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝜂𝑎𝑏𝑞)(𝜕𝜂𝑎𝑏𝑞/𝜕𝑦𝑎𝑏𝑞) = 𝑓𝑎𝑏𝜂/𝑧𝑎𝑏𝑞 (2.6.6) 

 𝑓𝑎𝑏𝑧 = 𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝑧𝑎𝑏𝑞   

 𝑓𝑎𝑏𝑧 = (𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝜉𝑎𝑏𝑞)(𝜕𝜉𝑎𝑏𝑞/𝜕𝑧𝑎𝑏𝑞) + (𝜕𝑓𝑎𝑏/𝜕𝜂𝑎𝑏𝑞)(𝜕𝜂𝑎𝑏𝑞/𝜕𝑧𝑎𝑏𝑞)   

 𝑓𝑎𝑏𝑧 = (𝑓𝑎𝑏𝜉)(−𝑥𝑎𝑏𝑞/𝑧𝑎𝑏𝑞
2 ) + (𝑓𝑎𝑏𝜂)(−𝑦𝑎𝑏𝑞/𝑧𝑎𝑏𝑞

2 )   

 𝑓𝑎𝑏𝑧 = −(𝑓𝑎𝑏𝜉𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝜂𝜂𝑎𝑏𝑞)/𝑧𝑎𝑏𝑞  (2.6.7) 

𝑓𝑏𝑎(𝜉𝑏𝑎𝑞, 𝜂𝑏𝑎𝑞) işlevine ait gradyanı oluşturmak üzere ilgili türevler de benzer biçimde alınır. 

𝑓𝑎𝑏 ve 𝑓𝑏𝑎 fonksiyonlarının gradyan vektörleri ise, ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımlarında aşağıdaki 

dikeysıra matrisleriyle gösterilir.    

 
𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)
/𝑧𝑎𝑏𝑞

𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)
/𝑧𝑏𝑎𝑞

  } (2.6.8) 

(2.6.8) denklem takımında 𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 ve 𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

 simgeleriyle gösterilen modifiye gradyan fonksiyonları, 

şöyle tanımlanmışlardır.  

 
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 𝑢̅𝑖𝑓𝑎𝑏𝜉 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑎𝑏𝜂 − 𝑢̅𝑘(𝑓𝑎𝑏𝜉𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝜂𝜂𝑎𝑏𝑞)

𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 𝑢̅𝑖𝑓𝑏𝑎𝜉 + 𝑢̅𝑗𝑓𝑏𝑎𝜂 − 𝑢̅𝑘(𝑓𝑏𝑎𝜉𝜉𝑏𝑎𝑞 + 𝑓𝑏𝑎𝜂𝜂𝑏𝑎𝑞)
  } (2.6.9) 

Gradyan hizalanma denklemi ise şöyle ifade edilebilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑔̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏𝑔̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

     

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏
′ 𝛾̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
 (2.6.10) 

(2.6.10) denklemindeki 𝜆𝑎𝑏
′  katsayısı, modifiye gradyan oranı adıyla şöyle tanımlanmıştır.  

 𝜆𝑎𝑏
′ = (𝑧𝑏𝑎𝑞/𝑧𝑎𝑏𝑞)𝜆𝑎𝑏 (2.6.11) 

Buradaki formülasyonda, anlık temas çizgisi üzerindeki 𝑄𝑎𝑏 ve 𝑄𝑏𝑎 noktalarının konum 

vektörleri, ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımlarında şöyle ifade edilirler.  

 𝑟̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑘𝑧𝑎𝑏𝑞 = (𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑘)𝑧𝑎𝑏𝑞   

 𝑟̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝑧𝑎𝑏𝑞 (2.6.12) 

 𝑟̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎) = 𝑢̅𝑖𝑥𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝑦𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑘𝑧𝑏𝑎𝑞 = (𝑢̅𝑖𝜉𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑘)𝑧𝑏𝑎𝑞   

 𝑟̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎) = 𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)𝑧𝑏𝑎𝑞 (2.6.13) 
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(2.6.12) ve (2.6.13) denklemlerindeki 𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= [𝑤⃗⃗ 𝑎𝑏]
(𝑎𝑏) ve 𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
= [𝑤⃗⃗ 𝑏𝑎]

(𝑏𝑎) dikeysıra 

matrisleri şöyle tanımlanmıştır. 

 
𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑘 = 𝜌̅𝑎𝑏𝑞

(𝑎𝑏) + 𝑢̅𝑘

𝑤̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎) = 𝑢̅𝑖𝜉𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑘 = 𝜌̅𝑏𝑎𝑞

(𝑏𝑎) + 𝑢̅𝑘
  }  (2.6.14) 

Bu tanımların ana unsuru olan 𝑤⃗⃗ 𝑎𝑏 ve 𝑤⃗⃗ 𝑏𝑎 vektörleri, ℰ𝑎𝑏 ve ℰ𝑏𝑎 konilerinin jeneratrislerini (ışın 

doğrularını ya da yapıcı doğrularını) temsil ederler. 

(2.6.14) denklem takımındaki 𝜌̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏)

 and 𝜌̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎)

 dikeysıra matrisleri ise, aşağıdaki 𝜌 𝑎𝑏𝑞 ve 𝜌 𝑏𝑎𝑞 

vektörlerinin ℱ𝑎𝑏 ve ℱ𝑏𝑎 eksen takımlarındaki matris gösterimleridir.  

 𝜌 𝑎𝑏𝑞 = 𝐵𝑎𝑏𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑎𝑏/𝑧𝑎𝑏𝑞  and  𝜌 𝑏𝑎𝑞 = 𝐵𝑏𝑎𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑏𝑎/𝑧𝑏𝑎𝑞  (2.6.15) 

Şekil 2.9'un sağ tarafında noktalı çizgilerle gösterilen bu vektörler, konilerin taban düzlemlerinde 

yer alırlar ve taban vektörleri olarak adlandırılırlar. 

Yukarıdaki tanımlar kullanılarak çizgisel temas denklemi şöyle yazılabilir. 

 𝑟̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏) + 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎)

    𝑤̅𝑎𝑏𝑙
(𝑎𝑏)𝑧𝑎𝑏𝑞 = 𝐶̂

(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎𝑙
(𝑏𝑎)𝑧𝑏𝑎𝑞      

 𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 = 𝐶̂

(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

 (2.6.16) 

(2.6.16) denkleminde, aşağıda tanımlanan eksenel uzunluk oranı kullanılmıştır. 

 𝜁𝑎𝑏𝑞 = 𝑧𝑎𝑏𝑞/𝑧𝑏𝑎𝑞 (2.6.17) 

Aslında, genelliği bozmadan, 𝑧𝑎𝑏𝑞 ve 𝑧𝑏𝑎𝑞 uzunluklarından biri sabit olarak seçilebilir. Buradaki 

seçim şöyle yapılmıştır.   

 𝑧𝑏𝑎𝑞 = ℎ𝑏𝑎 = sabit (2.6.18) 

(2.6.16) denklemi oluşturulurken, dikkat edilirse, şu eşitlik kullanılmıştır. 

 𝑟̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏) = 0̅ (2.6.19) 

Bu eşitliğin nedeni, Şekil 2.9'da da görüldüğü gibi, 𝑂𝑎𝑏 ve 𝑂𝑏𝑎 orijinlerinin (yani konilerin tepe 

noktalarının) çakışık olmasıdır. 

Bu arada, ℰ𝑏𝑎 konisinin ℰ𝑎𝑏 konisine göre yönelimi, konik geometriye uygun bir biçimde, ya 

𝑘-𝑖-𝑘 ya da 𝑘-𝑗-𝑘 dönme sıralamasıyla ifade edilebilir. Burada, 𝑘-𝑗-𝑘 sıralaması tercih edilerek 

yönelim matrisi şöyle oluşturulmuştur. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎) = 𝑒𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑒𝑢𝑗𝜃𝑎𝑏𝑒𝑢𝑘𝜓𝑎𝑏  (2.6.20) 

Yukarıda anlatılan formülasyon, aşağıdaki kümede listelenen 9 adet değişkeni içermektedir. 

 {𝜙𝑎𝑏 , 𝜃𝑎𝑏 , 𝜓𝑎𝑏; 𝜆𝑎𝑏
′ , 𝜁𝑎𝑏𝑞; 𝜉𝑎𝑏𝑞 , 𝜂𝑎𝑏𝑞; 𝜉𝑏𝑎𝑞 , 𝜂𝑏𝑎𝑞} (2.6.21) 
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Buradaki 9 değişken arasında ise, aşağıdaki denklemlerle ifade edilen ilişkiler bulunmaktadır. 

 Skalar denklemler:  (2.6.1), (2.6.2) 

 Dikeysıra matris denklemleri:  (2.6.10), (2.6.16) 

Ne var ki, (2.6.10) ve (2.6.16) denklemlerinin taraf tarafa yapılan iç çarpımlarından elde edilen 

aşağıdaki eşitlik, 9 değişken ne olursa olsun, her zaman 0 = 0 biçiminde sağlanmaktadır. 

 −𝜆𝑎𝑏
′ 𝜁𝑎𝑏𝑞[𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝑡𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)
] = [𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)𝑡𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)
]    0 = 0 (2.6.22) 

Bunun nedeni, jeneratris vektörleri ile gradyan vektörlerinin doğal olarak biribirlerine dik 

olması, yani aşağıdaki özdeşliklerin varlığıdır.            

 𝑤⃗⃗ 𝑎𝑏 ∙ 𝛾 𝑎𝑏 ≡ 0  ve  𝑤⃗⃗ 𝑏𝑎 ∙ 𝛾 𝑏𝑎 ≡ 0  (2.6.23) 

Dolayısıyla, yukarıda belirtilen denklemler, 8 yerine 7 adet etkin bağımsız skalar denklem 

içermektedir. Bu durumda, incelenen eklemin serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 9 − 7 = 2 olmaktadır. 

Böylece, 9 değişkenden 2'si (örneğin 𝜉𝑎𝑏𝑞 ile 𝜉𝑏𝑎𝑞) verilirse, diğer 7 değişken (yani 𝜙𝑎𝑏, 𝜃𝑎𝑏, 

𝜓𝑎𝑏, 𝜆𝑎𝑏
′ , 𝜁𝑎𝑏𝑞, 𝜂𝑎𝑏𝑞, 𝜂𝑏𝑎𝑞) sözü edilen denklemler çözülerek belirlenebilir. 

2.6.2. Bağıl Hız Denklemleri   

(2.6.1), (2.6.2), (2.6.10) ve (2.6.16) denklemlerinin türevleri alınarak aşağıdaki hız denklemleri 

elde edilir. 

 𝑓𝑎𝑏𝜉𝜉̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝜂𝜂̇𝑎𝑏𝑞 = 0 (2.6.24) 

 𝑓𝑏𝑎𝜉𝜉̇𝑏𝑎𝑞 + 𝑓𝑏𝑎𝜂𝜂̇𝑏𝑎𝑞 = 0 (2.6.25) 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

+ 𝐶̇̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏
′ 𝛾̇̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
− 𝜆̇𝑎𝑏

′ 𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

   

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

+ 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏
′ 𝛾̇̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
− 𝜆̇𝑎𝑏

′ 𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

   (2.6.26) 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎) + 𝐶̇̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎) = 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 + 𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝜁𝑎̇𝑏𝑞   

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎) + 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎

(𝑎𝑏)
𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎) = 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 + 𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝜁𝑎̇𝑏𝑞 (2.6.27) 

(2.6.26) ve (2.6.27) denklemlerinde gereken bağıl açısal hız bilgisi, (2.6.20) denkleminden elde 

edilir. Şöyle ki,  

 𝜔̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

= 𝜙̇𝑎𝑏𝑢̅𝑘 + 𝜃̇𝑎𝑏𝑒
𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑢̅𝑗 + 𝜓̇𝑎𝑏𝑒

𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑒𝑢𝑗𝜃𝑎𝑏𝑢̅𝑘 (2.6.28)  

Aynı denklemlerde yer alan 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 ve 𝛾̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 türevleri, 𝜉̇𝑎𝑏𝑞 ve 𝜂̇𝑎𝑏𝑞 cinsinden; 𝑤̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

 ve 𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

 

türevleri ise, 𝜉̇𝑏𝑎𝑞 ve 𝜂̇𝑏𝑎𝑞 cinsinden ifade edilebilirler. Özellikle, 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 ile 𝑤̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

, (2.6.14) 

denklem takımına göre, aşağıdaki oldukça basit ifadelerle ortaya çıkarlar. 

 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏) = 𝜌̇̅𝑎𝑏𝑞

(𝑎𝑏) = 𝑢̅𝑖𝜉̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂̇𝑎𝑏𝑞 ,  𝑤̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎) = 𝜌̇̅𝑏𝑎𝑞

(𝑏𝑎) = 𝑢̅𝑖𝜉̇𝑏𝑎𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂̇𝑏𝑎𝑞 (2.6.29) 
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Ayrıca, (2.6.26) ve (2.6.27) denklemleri, (2.6.22) sayılı etkisiz denklemin türevinin de etkisiz 

olması nedeniyle, 6 yerine 5 etkin bağımsız skalar denklem içermektedir. 

Buna göre, (2.6.21) sayılı kümedeki 9 değişkenin türevlerinden ikisi verilirse, geri kalan 7 

değişkenin türevi, (2.6.24) – (2.6.27) denklemleri çözülerek belirlenebilir.  

2.6.3. Kaymadan Yuvarlanmalı Bağıl Hız Denklemleri  

          (Konik Dişli Çifti Denklemleri) 

Eğer ℰ𝑏𝑎 konisi, ℰ𝑎𝑏 konisi üzerinde, yeterli sürtünme ya da açılmış dişler sayesinde, kaymadan 

yuvarlanıyorsa, Kısım 2.5'te de belirtildiği gibi, 𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏)

 ve 𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞
(𝑏𝑎)

 türevleri arasında aşağıdaki 

tümlevcil olmayan ilişki oluşur. 

 𝑟̇̅𝑎𝑏𝑞
(𝑎𝑏) = 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑟̇̅𝑏𝑎𝑞

(𝑏𝑎)
  (2.6.30) 

Daha önce, (2.6.18) denklemiyle belirtildiği gibi, 𝑧𝑏𝑎𝑞 = ℎ𝑏𝑎 = sabit olarak alınmıştır. Buna 

göre, (2.6.12), (2.6.13) ve (2.6.30) denklemlerinin bileşkesi olarak aşağıdaki denklem elde edilir. 

 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 + 𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝜁𝑎̇𝑏𝑞 = 𝐶̂
(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̇̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
  (2.6.31) 

Öte yandan, (2.6.27) denklemine göre, 

 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 + 𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝜁𝑎̇𝑏𝑞 = 𝐶̂
(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̇̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎) + 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

 (2.6.32) 

(2.6.31) ve (2.6.32) denklemleri karşılaştırılınca görülür ki, 

 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 0̅ (2.6.33) 

(2.6.33) denklemi, (2.6.16) denklemi kullanılarak şöyle de yazılabilir. 

 𝜔̃𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏) = 0̅    𝜔⃗⃗ 𝑎𝑏,𝑏𝑎 × 𝑤⃗⃗ 𝑎𝑏 = 0⃗  (2.6.34) 

(2.6.34) denklemi, 𝜔⃗⃗ 𝑎𝑏,𝑏𝑎 bağıl açısal hız vektörünün 𝑤⃗⃗ 𝑎𝑏 jeneratris vektörüyle hizalanmış 

olduğunu göstermektedir. Diğer bir deyişle, 𝜔⃗⃗ 𝑎𝑏,𝑏𝑎 vektörü, 𝜔𝑎𝑏 gibi tek bir skalar parametreye 

bağlı olarak şöyle ifade edilebilir. 

 𝜔⃗⃗ 𝑎𝑏,𝑏𝑎 = 𝜔𝑎𝑏𝑢⃗ 𝑤𝑎𝑏    𝜔̅𝑎𝑏,𝑏𝑎
(𝑎𝑏)

= 𝜔𝑎𝑏𝑢̅𝑤𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

 (2.6.35) 

(2.6.35) denklemindeki 𝑢⃗ 𝑤𝑎𝑏 simgesi, 𝑤⃗⃗ 𝑎𝑏 ile aynı yöndeki birim vektörü göstermektedir. Yani, 

 𝑢̅𝑤𝑎𝑏
(𝑎𝑏) = 𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)/|𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)| = (𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑘)/𝑤𝑎𝑏 (2.6.36) 

Burada,  

 𝑤𝑎𝑏 = |𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)| = (𝜉𝑎𝑏𝑞

2 + 𝜂𝑎𝑏𝑞
2 + 1)1/2 (2.6.37) 
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Öte yandan, (2.6.35), (2.6.36) ve (2.6.28) denklemlerine göre,  

 𝜙̇𝑎𝑏𝑢̅𝑘 + 𝜃̇𝑎𝑏𝑒
𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑢̅𝑗 + 𝜓̇𝑎𝑏𝑒

𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑒𝑢𝑗𝜃𝑎𝑏𝑢̅𝑘 

 = 𝜔𝑎𝑏
′ (𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑘) (2.6.38) 

Bu denklemdeki 𝜔𝑎𝑏
′  şöyle tanımlanmıştır. 

 𝜔𝑎𝑏
′ = 𝜔𝑎𝑏/𝑤𝑎𝑏 (2.6.39) 

(2.6.38) denklemi şöyle de yazılabilir. 

 𝜙̇𝑎𝑏𝑢̅𝑘 + 𝜃̇𝑎𝑏𝑢̅𝑗 + 𝜓̇𝑎𝑏𝑒
𝑢𝑗𝜃𝑎𝑏𝑢̅𝑘 = 𝑢̅𝑖𝜓̇𝑎𝑏𝑠𝜃𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝜃̇𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑘(𝜙̇𝑎𝑏 + 𝜓̇𝑎𝑏𝑐𝜃𝑎𝑏) 

 = 𝜔𝑎𝑏
′ (𝑒−𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑒

−𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 + 𝑒
−𝑢̃𝑘𝜙𝑎𝑏𝑢̅𝑘) 

 = 𝜔𝑎𝑏
′ [𝑢̅𝑖(𝜉𝑎𝑏𝑞𝑐𝜙𝑎𝑏 + 𝜂𝑎𝑏𝑞𝑠𝜙𝑎𝑏) + 𝑢̅𝑗(𝜂𝑎𝑏𝑞𝑐𝜙𝑎𝑏 − 𝜉𝑎𝑏𝑞𝑠𝜙𝑎𝑏) + 𝑢̅𝑘]   (2.6.40) 

(2.6.40) denkleminden açısal eklem değişkenlerinin türevleri için aşağıdaki çözümler elde edilir. 

 𝜃̇𝑎𝑏 = 𝜔𝑎𝑏
′ (𝜂𝑎𝑏𝑞𝑐𝜙𝑎𝑏 − 𝜉𝑎𝑏𝑞𝑠𝜙𝑎𝑏) (2.6.41) 

 𝜓̇𝑎𝑏 = 𝜔𝑎𝑏
′ (𝜉𝑎𝑏𝑞𝑐𝜙𝑎𝑏 + 𝜂𝑎𝑏𝑞𝑠𝜙𝑎𝑏)/𝑠𝜃𝑎𝑏 (2.6.42) 

 𝜙̇𝑎𝑏 = 𝜔𝑎𝑏
′ − 𝜓̇𝑎𝑏𝑐𝜃𝑎𝑏   

 𝜙̇𝑎𝑏 = 𝜔𝑎𝑏
′ [𝑠𝜃𝑎𝑏 + (𝜉𝑎𝑏𝑞𝑐𝜙𝑎𝑏 + 𝜂𝑎𝑏𝑞𝑠𝜙𝑎𝑏)𝑐𝜃𝑎𝑏]/𝑠𝜃𝑎𝑏 (2.6.43) 

Bu çözümde tekillik sorunu yoktur, çünkü konilerin temas edebilmesi için 𝜃𝑎𝑏 > 0 olmalıdır. Bu 

gereklilik şöyle gösterilebilir. 

 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)

∙ 𝑢⃗ 𝑘
(𝑏𝑎)

= 𝑢̅𝑘
𝑡 𝑢̅𝑘
(𝑏𝑎/𝑎𝑏)

= 𝑢̅𝑘
𝑡 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑢̅𝑘 = 𝑢̅𝑘

𝑡𝑒𝑢𝑘𝜙𝑎𝑏𝑒𝑢𝑗𝜃𝑎𝑏𝑒𝑢𝑘𝜓𝑎𝑏𝑢̅𝑘   

 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)

∙ 𝑢⃗ 𝑘
(𝑏𝑎)

= 𝑢̅𝑘
𝑡𝑒𝑢𝑗𝜃𝑎𝑏𝑢̅𝑘 = 𝑐𝜃𝑎𝑏   (2.6.44) 

Bu denkleme göre, 𝑢⃗ 𝑘
(𝑎𝑏)

 ile 𝑢⃗ 𝑘
(𝑏𝑎)

 paralel olmadıkça, 𝜃𝑎𝑏 = 0 olamaz. 

Yukarıda görüldüğü gibi, kaymadan yuvarlanma durumunda, (2.6.41) – (2.6.43) denklemleri 

nedeniyle, belirlenmesi gereken hız parametresi sayısı 9'dan 7'ye düşmektedir. Bu hız 

parametreleri şunlardır. 

 {𝜔𝑎𝑏
′ , 𝜆̇𝑎𝑏

′ , 𝜁𝑎̇𝑏𝑞; 𝜉𝑎̇𝑏𝑞 , 𝜂̇𝑎𝑏𝑞; 𝜉̇𝑏𝑎𝑞 , 𝜂̇𝑏𝑎𝑞}  (2.6.45) 

Bu hız parametrelerini belirlemek için kullanılacak denklemler ise, şunlardır. 

 𝑓𝑎𝑏𝜉𝜉̇𝑎𝑏𝑞 + 𝑓𝑎𝑏𝜂𝜂̇𝑎𝑏𝑞 = 0 (2.6.46) 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

+ 𝜔𝑎𝑏
′ 𝑤̃𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
= −𝜆𝑎𝑏

′ 𝛾̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

− 𝜆̇𝑎𝑏
′ 𝛾̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
   (2.6.47) 

 𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 + 𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝜁𝑎̇𝑏𝑞 = 𝐶̂
(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̇̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
  (2.6.48) 
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Dikkat edilirse, yukarıdaki denklemlerin arasına, (2.6.24) ve (2.6.25) denklemlerinden yalnızca 

biri alınmıştır. Çünkü, kaymadan yuvarlanma hareketinde, bu denklemlerden biri diğerinden elde 

edilebilmektedir. Benzer durum, Kısım 2.5.3'te ayrıntılı olarak gösterilmiştir. 

Ayrıca, (2.6.22) denklemiyle ifade edilen etkisizlik nedeniyle, (2.6.47) ve (2.6.48) denklemleri, 6 

yerine 5 bağımsız ilişki içermektedir. 

Dolayısıyla, yukarıda listelenen 7 hız parametresi için 1 + 5 = 6 bağımsız ilişki bulunmaktadır. 

Bu nedenle, kaymadan yuvarlanmalı eklemin serbestlik derecesi, 𝜇𝑎𝑏 = 1 olmaktadır. 

2.6.4. Örnek: Dairesel Konik Dişli Çifti 

Eğer konik dişliler dairesel tabanlı ise, 𝑓𝑎𝑏 ve 𝑓𝑏𝑎 fonksiyonları şöyle ifade edilirler. 

 𝑓𝑎𝑏(𝑥𝑎𝑏𝑞, 𝑦𝑎𝑏𝑞) = 𝜉𝑎𝑏𝑞
2 + 𝜂𝑎𝑏𝑞

2 − 𝜌𝑎𝑏
2 = 0 (2.6.49) 

 𝑓𝑏𝑎(𝑥𝑏𝑎𝑞, 𝑦𝑏𝑎𝑞) = 𝜉𝑏𝑎𝑞
2 + 𝜂𝑏𝑎𝑞

2 − 𝜌𝑏𝑎
2 = 0 (2.6.50) 

Bu denklemlerdeki boyutsuz yarıçap parametreleri (𝜌𝑎𝑏 , 𝜌𝑎𝑏), konilerin açıklık açıları (𝛼𝑎𝑏 , 𝛼𝑏𝑎) 

ile şöyle ilişkilidir. 

 𝜌𝑎𝑏 = tan(𝛼𝑎𝑏) ,  𝜌𝑏𝑎 = tan(𝛼𝑏𝑎) (2.6.51) 

Bu dişliler için gradyan vektörleri, aşağıdaki dikeysıra matrisleriyle temsil edilirler. 

 
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 2𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 2𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 − 2𝑢̅𝑘(𝜉𝑎𝑏𝑞
2 + 𝜂𝑎𝑏𝑞

2 )

𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 2𝑢̅𝑖𝜉𝑏𝑎𝑞 + 2𝑢̅𝑗𝜂𝑏𝑎𝑞 − 2𝑢̅𝑘(𝜉𝑏𝑎𝑞
2 + 𝜂𝑏𝑎𝑞

2 )
  }   

 
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 2(𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑎𝑏
2 )

𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 2(𝑢̅𝑖𝜉𝑎𝑏𝑞 + 𝑢̅𝑗𝜂𝑎𝑏𝑞 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑏𝑎
2 )
  } (2.6.52) 

Bu arada, aşağıdaki tanımlarla, taban çemberi denklemleri kendiliğinden sağlanmış olur. 

 𝜉𝑎𝑏𝑞 = 𝜌𝑎𝑏𝑐𝛽𝑎𝑏 ,  𝜂𝑎𝑏𝑞 = 𝜌𝑎𝑏𝑠𝛽𝑎𝑏 ;  𝜉𝑏𝑎𝑞 = 𝜌𝑏𝑎𝑐𝛽𝑏𝑎 ,  𝜂𝑏𝑎𝑞 = 𝜌𝑏𝑎𝑠𝛽𝑏𝑎 (2.6.53) 

Bu tanımlarla, gradyan ve jeneratris vektörleri, ilgili eksen takımlarında şöyle ifade edilirler. 

 
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 2𝜌𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑎𝑏)

𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 2𝜌𝑏𝑎(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑏𝑎 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑏𝑎 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑏𝑎)
  } (2.6.54) 

 
𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏) = 𝜌𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑎𝑏) + 𝑢̅𝑘

𝑤̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎) = 𝜌𝑏𝑎(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑏𝑎 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑏𝑎) + 𝑢̅𝑘

  } (2.6.55) 

Bu denklemlerin türevleri ise, şöyledir. 

 
𝛾̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 2𝜌𝑎𝑏𝛽̇𝑎𝑏(𝑢̅𝑗𝑐𝛽𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑖𝑠𝛽𝑎𝑏) = 2𝑤̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= 2𝜌𝑏𝑎𝛽̇𝑏𝑎(𝑢̅𝑗𝑐𝛽𝑏𝑎 − 𝑢̅𝑖𝑠𝛽𝑏𝑎) = 2𝑤̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)
  } (2.6.56) 
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Ayrıca, daire tabanlı konik yüzeylerde, koni yükseklikleri (ℎ𝑎𝑏 ile ℎ𝑏𝑎) sabittir. Dolayısıyla, 

𝜁𝑎𝑏𝑞 = ℎ𝑎𝑏/ℎ𝑏𝑎 = sabit ve 𝜁𝑎̇𝑏𝑞 = 0 olur. Bu özellik ve (2.6.56) denklemi kullanılırsa, (2.6.48) 

denklemi şu şekli alır. 

 𝛾̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)
𝜁𝑎𝑏𝑞 = 𝐶̂

(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

  (2.6.57) 

(2.6.57) ve (2.6.10) denklemleri yerine konunca da, (2.6.47) denklemi şu şekli alır. 

 𝜆𝑎𝑏
′ 𝜔𝑎𝑏

′ 𝑤̃𝑎𝑏
(𝑎𝑏)
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

− 𝜆̇𝑎𝑏
′ 𝛾̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
= (𝜆𝑎𝑏

′ + 𝜁𝑎𝑏𝑞)𝛾̇̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

   (2.6.58) 

(2.6.58) denklemi, daha ayrıntılı olarak şöyle yazılabilir. 

 𝜆𝑎𝑏
′ 𝜔𝑎𝑏

′ 𝑤̃𝑎𝑏
(𝑎𝑏)
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

− 2𝜆̇𝑎𝑏
′ 𝜌𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑎𝑏) 

 = 2(𝜆𝑎𝑏
′ + 𝜁𝑎𝑏𝑞)𝜌𝑎𝑏𝛽̇𝑎𝑏(𝑢̅𝑗𝑐𝛽𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑖𝑠𝛽𝑎𝑏)   (2.6.59) 

(2.6.54) ve (2.6.55) denklemleri ise, aşağıdaki açılımı sağlar. 

 𝑤̃𝑎𝑏
(𝑎𝑏)
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

= 2𝜌𝑏𝑎[𝜌𝑎𝑏(𝑢̃𝑖𝑐𝛽𝑎𝑏 + 𝑢̃𝑗𝑠𝛽𝑎𝑏) + 𝑢̃𝑘](𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑏𝑎 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑏𝑎 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑏𝑎) 

 = 2𝜌𝑏𝑎(𝑢̅𝑗 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑎𝑏𝑠𝛽𝑎𝑏)𝑐𝛽𝑏𝑎 + 2𝜌𝑏𝑎(𝑢̅𝑘𝜌𝑎𝑏𝑐𝛽𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑖)𝑠𝛽𝑏𝑎 

 − 2𝜌𝑏𝑎
3 (𝑢̅𝑖𝑠𝛽𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑗𝑐𝛽𝑎𝑏) (2.6.60) 

(2.6.59) ve (2.6.60) denklemlerinden aşağıdaki skalar denklemler elde edilir. 

 𝜆̇𝑎𝑏
′ = 0    𝜆𝑎𝑏

′ = sabit (2.6.61)   

 𝛽̇𝑎𝑏 = 𝜆𝑎𝑏
′ 𝜔𝑎𝑏

′ (1 + 𝜌𝑎𝑏
2 )/(𝜆𝑎𝑏

′ + 𝜁𝑎𝑏𝑞) (2.6.62) 

Benzer bir ifadeyi 𝛽̇𝑏𝑎 için de elde etmek üzere, (2.6.47) denklemi, 𝜆̇𝑎𝑏
′ = 0 olduğu göz önüne 

alınarak ve (2.6.57) denklemi kullanılarak şöyle yazılabilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

+ 𝜔𝑎𝑏
′ 𝑤̃𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
= −𝜆𝑎𝑏

′ 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̇̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)
/𝜁𝑎𝑏𝑞   

 (𝜆𝑎𝑏
′ + 𝜁𝑎𝑏𝑞)𝛾̇̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
= −𝜁𝑎𝑏𝑞𝜔𝑎𝑏

′ 𝑤̃𝑎𝑏
(𝑏𝑎)
𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

   (2.6.63) 

Öte yandan, (2.6.16) denklemine göre, 

 𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 = 𝐶̂

(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

    𝐶̂(𝑏𝑎,𝑎𝑏)𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 = 𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
   

 𝑤̅𝑎𝑏
(𝑏𝑎) = 𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)/𝜁𝑎𝑏𝑞 (2.6.64) 

Bunun üzerine, (2.6.63) denklemi şu şekli alır. 

 (𝜆𝑎𝑏
′ + 𝜁𝑎𝑏𝑞)𝛾̇̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
= −𝜔𝑎𝑏

′ 𝑤̃𝑏𝑎
(𝑏𝑎)
𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

   (2.6.65) 

Karşılaştırma amacıyla, (2.6.58) denklemi, 𝜆̇𝑎𝑏
′ = 0 eşitliği ile, yeniden şöyle yazılabilir. 

 (𝜆𝑎𝑏
′ + 𝜁𝑎𝑏𝑞)𝛾̇̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
= 𝜆𝑎𝑏

′ 𝜔𝑎𝑏
′ 𝑤̃𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

   (2.6.66) 
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Yukarıdaki karşılaştırmaya göre, eğer (2.6.66) ya da (2.6.58) denklemi, (2.6.62) denklemini 

verirse; (2.6.65) denklemi de, aşağıdaki (2.6.67) denklemini verir. 

 𝛽̇𝑏𝑎 = −𝜔𝑎𝑏
′ (1 + 𝜌𝑏𝑎

2 )/(𝜆𝑎𝑏
′ + 𝜁𝑎𝑏𝑞) (2.6.67) 

(2.6.62) ile (2.6.67) denklemleri ise, aşağıdaki bağıl açısal hız oranını verir. 

 𝛽̇𝑎𝑏/𝛽̇𝑏𝑎 = −𝜆𝑎𝑏
′ (1 + 𝜌𝑎𝑏

2 )/(1 + 𝜌𝑏𝑎
2 ) (2.6.68) 

Bu arada, (2.6.10) ve (2.6.16) konum denklemleri, aşağıdaki ayrıntılı biçimlerde yazılabilir. 

 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= −𝜆𝑎𝑏
′ 𝛾̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)
 ;  𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝜁𝑎𝑏𝑞 = 𝐶̂
(𝑎𝑏,𝑏𝑎)𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)
   

 𝜌𝑏𝑎𝐶̂
(𝑎𝑏,𝑏𝑎)(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑏𝑎 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑏𝑎 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑏𝑎) 

 = −𝜆𝑎𝑏
′ 𝜌𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑎𝑏 − 𝑢̅𝑘𝜌𝑎𝑏) (2.6.69) 

 [𝜌𝑎𝑏(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑎𝑏 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑎𝑏) + 𝑢̅𝑘]𝜁𝑎𝑏𝑞 

 = 𝐶̂(𝑎𝑏,𝑏𝑎)[𝜌𝑏𝑎(𝑢̅𝑖𝑐𝛽𝑏𝑎 + 𝑢̅𝑗𝑠𝛽𝑏𝑎) + 𝑢̅𝑘] (2.6.70) 

Yukarıdaki denklemlerin taraf tarafa yapılan iç çarpımları, aşağıdaki sonuçları verir. 

 𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)𝑡

𝛾̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

= (𝜆𝑎𝑏
′ )2𝛾̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)𝑡
𝛾̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)

   

 𝜌𝑏𝑎
2 (𝜌𝑏𝑎

2 + 1) = (𝜆𝑎𝑏
′ )2𝜌𝑎𝑏

2 (𝜌𝑎𝑏
2 + 1)   

 𝜆𝑎𝑏
′ = 𝜎𝑎𝑏(𝜌𝑏𝑎/𝜌𝑎𝑏)√(𝜌𝑏𝑎

2 + 1)/(𝜌𝑎𝑏
2 + 1)  ;  𝜎𝑎𝑏 = ±1 (2.6.71) 

 𝑤̅𝑎𝑏
(𝑎𝑏)𝑡𝑤̅𝑎𝑏

(𝑎𝑏)(𝜁𝑎𝑏𝑞)
2 = 𝑤̅𝑏𝑎

(𝑏𝑎)𝑡𝑤̅𝑏𝑎
(𝑏𝑎)

   

 (𝜌𝑎𝑏
2 + 1)(𝜁𝑎𝑏𝑞)

2 = (𝜌𝑏𝑎
2 + 1)   

 𝜁𝑎𝑏𝑞 = √(𝜌𝑏𝑎
2 + 1)/(𝜌𝑎𝑏

2 + 1) (2.6.72) 

(2.6.71) ve (2.6.72) denklemlerine göre, 

 𝜆𝑎𝑏
′ = 𝜎𝑎𝑏𝜁𝑎𝑏𝑞(𝜌𝑏𝑎/𝜌𝑎𝑏) (2.6.73) 

Bunun üzerine, (2.6.68) denklemi, yeniden şöyle yazılabilir. 

 𝛽̇𝑎𝑏/𝛽̇𝑏𝑎 = −[𝜆𝑎𝑏
′ ][(1 + 𝜌𝑎𝑏

2 )/(1 + 𝜌𝑏𝑎
2 )]    

 𝛽̇𝑎𝑏/𝛽̇𝑏𝑎 = −[𝜎𝑎𝑏𝜁𝑎𝑏𝑞(𝜌𝑏𝑎/𝜌𝑎𝑏)][1/𝜁𝑎𝑏𝑞
2 ] = −𝜎𝑎𝑏(𝜌𝑏𝑎/𝜌𝑎𝑏)/𝜁𝑎𝑏𝑞    

 𝛽̇𝑏𝑎/𝛽̇𝑎𝑏 = −𝜎𝑎𝑏(𝜌𝑎𝑏/𝜌𝑏𝑎)𝜁𝑎𝑏𝑞 (2.6.74) 

Öte yandan, hatırlanacağı üzere, 𝜁𝑎𝑏𝑞 = ℎ𝑎𝑏/ℎ𝑏𝑎. Ayrıca, konilerin ℎ𝑎𝑏 ve ℎ𝑏𝑎 yükseklik-

lerindeki yarıçapları, şu ifadelerle belirlenir. 

  𝑟𝑎𝑏 = 𝜌𝑎𝑏ℎ𝑎𝑏  ve  𝑟𝑏𝑎 = 𝜌𝑏𝑎ℎ𝑏𝑎 (2.6.75) 

Böylece, (2.6.74) denklemi, aşağıdaki alışılagelmiş biçimi alır. 

 𝑟𝑏𝑎𝛽̇𝑏𝑎 = −𝜎𝑎𝑏𝑟𝑎𝑏𝛽̇𝑎𝑏 (2.6.76) 


