BOLUM 2

EKLEMLER VE KARAKTERISTIK DENKLEMLERI

2.1. EKlemlere Ait Kinematik Ayrintilar
2.1.1. Bir Eklemin Kinematik Betimlenmesi

Bir mekanik sistemin B, ve By, gibi iki uzvunu (kati cisim oldugu varsayilan iki 6gesini) birbirine
baglayan eklem, burada J,, (ya da J,,) simgesiyle gosterilmektedir. J,, eklemi, birbiriyle
uyumlu &, ve &, gibi iki kinematik elemandan olusur. Bunlardan £, elemani, B, uzvunun;
Epq elemani ise, B, uzvunun, birbirleri ile uyumlu bir ¢ift olusturmak iizere, 6zel olarak
bi¢imlendirilmis kisimlaridir. Bu nedenle, bir ¢ift kinematik elemandan olustugu i¢in bir ekleme
kinematik cift adi1 da verilmektedir.

Eap Ve &y, kinematik elemanlari, kendilerine baglanan F,;, ve F,, eksen takimlariyla temsil
edilirler. Bu eksen takimlarinin orijinleri, O, ve 0,, noktalaridir; temel birim vektér Gcli
kimeleri ise asagida gosterilmistir.

Ugp = [T, 4™, 4P) ve Uy, = @, u°°, ud) (2.1.1)

Buradaki i, j, k indisleri, kinematik elemanlari tasiyan B, ve Bj, uzuvlarina baglanan ana eksen
takimlar: (F, ve Fp) ile uyumlu olmak (izere, asagida gosterildigi gibi segilebilirler.

ijk = 123 (genel olarak) ; ijk = 231 ya da 312 (6zel durumlarda) (2.1.2)

Bunun yanisira, F,;, ve Fp, eksen takimlari, dylesine segilirler ki, €, ve &, arasinda yazilan
karakteristik denklemler, mimkin olan en basit ifadeye sahip olabilsinler. J,;, eklemine 6zgi
karakteristik denklemler, £, ve &, arasindaki bagil durusu (konum ve yonelimi) ifade ederler.

2.1.2. Bir Eklemin Serbestlik Derecesi

Bir J,» ekleminin serbestlik derecesi, burada p,; simgesiyle gosterilmektedir. Tanim geregi, gy,
sayist, €, kinematik elemanmin €., kinematik elemanina gore bagil durusunu (konumunu ve
yonelimini) timayle belirleyen bagimsiz parametre sayisidir.

Ug boyutlu Oklid uzayinda yer alan uzaysal bir mekanik sisteme ait bir J,;, ekleminin serbestlik
derecesi, en az u,, = 1 yadaen ¢ok u,, = 5 olabilir.

Iki boyutlu Oklid uzaymda yer alan dizlemsel bir mekanik sisteme ait bir J,, ekleminin
serbestlik derecesi ise, en az u,, = 1 yadaen ¢ok u,, = 2 olabilir.

2.1.3. Eklemlerin Simiflandirilmasi
(a) Temas Bicimine Gore Siniflandirma

* Ylzeysel Temash Eklemler
* Cizgisel Temasl Eklemler
* Noktasal Temasl Eklemler
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(b) Temas Gerilmelerine Gore Smiflandirma

* Diisiik Mertebeli Eklemler (Temas gerilmeleri diistik olan eklemler)
* YUksek Mertebeli Eklemler (Temas gerilmeleri yiksek olan eklemler)
Aslinda, (a) ve (b) tipi siniflandirmalar, birbiriyle ilintilidir. S6yle ki, yuzeysel temasi bir eklem,

ayn1 zamanda diisiik mertebeli bir eklemdir; cizgisel temasli ya da noktasal temasi bir eklem ise,
ayn1 zamanda yiksek mertebeli bir eklemdir.

(¢) Temasin Saglanmasina Gore Siniflandirma
* Bicim-Kapali1 EKlemler
* Kuvvet-Kapali Eklemler

Bicim-kapali bir eklemde, kinematik elemanlardan biri Gtekini tiimiiyle kusatir ve serbestlik
derecesi kapsamina girmeyen bir bagil harekete izin vermez.

Kuvvet-kapali bir eklemde ise, kinematik elemanlardan biri 6tekini kusatmaz. Boyle bir eklemde
kinematik elemanlarin temasimi saglamak i¢in bir dig etmenin (kuvvetin ve/veya momentin)
uygulanmasi gerekir. Bu dig etmen, yercekimi yoluyla ya da bir yay aracilifiyla saglanabilir.

(d) Temas Arayuzinin Hareketine Gore Simiflandirma

* Basit Temasli Eklemler

* Yuvarlanma Temasl Eklemler

Bu siniflandirma, gizgisel temasli ve noktasal temasli eklemler igin gegerlidir.

Basit temasl bir eklemde, kinematik elemanlar arasindaki ¢izgisel ya da noktasal olan arayiiz,
elemanlar hareket ederken elemanlardan birine gore her zaman sabit kalir.

Yuvarlanma temasl: bir eklemde ise, kinematik elemanlar arasindaki ¢izgisel ya da noktasal olan
araylz, elemanlar hareket ederken elemanlarin her ikisine gére de zamanla yer degistirir.

(e) Ornekler
* Y(zeysel temash eklem 6rnekleri:

- Doner eklem

- Kayar (prizmatik) eklem

- Silindirsel (silindrik) eklem
- Kiresel eklem

- Duizlemsel temasli eklem

* Cizgisel temasli eklem drnekleri:

- Eksenleri paralel silindirsel kam cifti eklemi
- Diiz disli ¢ift eklemi

- Konik disli ¢ift eklemi

- Diizlem {istiinde s1yirict eklemi

- Diuizlem ustlinde silindir eklemi
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* Noktasal temasl eklem ornekleri:

- Eksenleri paralel olmayan silindirsel kam cifti eklemi
- Elipsoid kam cifti eklemi

- Dlzlem Ustiinde kalem eklemi

- Dlzlem 0stlinde kire eklemi

* Basit temasl eklem ornekleri:

- Duzlem Ustlinde kalem eklemi
- Elipsoid tstlinde kalem eklemi
- Diizlem {istiinde siyiric1 eklemi

* Yuvarlanma temasli eklem Ornekleri:

- Herhangi bir kam cifti eklemi

- Dizlem Ustlinde silindir eklemi
- Dizlem Ustlinde kiire eklemi

- Diiz disli ¢ift eklemi

- Konik disli ¢ift eklemi

2.2. Diisiik Mertebeli Yiizeysel Temash Eklemler
2.2.1. Tek Eksenli Eklemler

— _ —>(ab) _ —>(ba)
Ngp = U, = = U,

Sekil 2.1. Tek Eksenli Genel Bir Eklem

Sekil 2.1'de tek eksenli genel bir eklem (J,;) gérilmektedir. Tek eksenli bir eklemde, £, ve Ep,
kinematik elemanlari, birbirlerine gore, ayni eksen etrafinda donme velveya ayni eksen boyunca
dtelenme hareketi yapabilir. Eklemi karakterize eden bu eksen, 7i,;, birim vektori ile temsil edilir.
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Kinematik elemanlara baglanan F,, and F,, eksen takimlari, usulen, u,((ab) = ﬁ,((ba) = Ny

olacak bicimde secilirler. Boylece, F,, eksen takimmin F,; eksen takimina gore yerdegistirmesi
(donmesi ve Otelenmesi), 8, (bagil donme agist) ile sy, (bagil telenme adimi) parametreleri
kullanilarak asagida oldugu gibi gosterilebilir. Bu parametrelere eklem degiskenleri denir.

donmel[ii™”, 0,1 - u*” > ul"Y ve u” - ul? (2.2.1)
6te1enme[u,(cab) Sav) Oap = Opa i Pappa = OapOpa = ﬁ,(cab) Sab (2.2.2)

Yukaridaki vektorel iliskiler, u(a /ab)

matris denklemleriyle ifade edilebilir.

= Uy, oldugu gbz Oniline alinarak, asagidaki karakteristik

¢labba) — ,Wbap (2.2.3)
a(gb)a = UkSap (2.2.4)
Tek eksenli eklemlerin dort tiirii bulunur. Bu tiirlerin 6zellikleri asagida agiklanmistir.
(@) Silindirsel (Silindrik) Eklem

Silindirsel eklem, tek eksenli eklemler arasinda, serbestlik derecesi u,, = 2 olan tek eklem
tiraddr. Bunun nedeni, 8,;, ve s, eklem degiskenlerinin birbirinden bagimsiz iki parametre
olmalardir.

(b) Déner Eklem

Doner eklemin serbestlik derecesi, u,, = 1'dir, ¢linkl s,;, = d,;, = sabittir. Bu sabit parametreye
eklemin eksenel ka¢ikligr denir. Buna dayanarak F,;, ve Fp, eksen takimlari, orijinleri ¢akisacak
bicimde, yani d,, = 0 olacak bicimde, secilebilirler. Bdylece, doner eklemin karakteristik
denklemleri, asagidaki basitlesmis sekilleri alirlar.

CA(abea) = eﬁkeab (2.2.5)
Tapin =0 (2.2.6)
(c) Kayar (Prizmatik) Eklem

Kayar eklemin serbestlik derecesi de, u,, = 1'dir, cunkd 6,, = 6,, = sabittir. Bu sabit
parametreye eklemin agisal kagikligi denir. Buna dayanarak F,, ve Fp, eksen takimlari,
yonelimleri paralel, yani &,, = 0, olacak bicimde secilebilirler. Bdylece, kayar eklemin
karakteristik denklemleri, asagidaki basitlesmis sekilleri alirlar.

¢ abba) _ f (2.2.7)

—(ab —
Tanon = WeSap (2.2.8)
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(d) Vidasal Eklem

Vidasal eklemin de serbestlik derecesi, u,, = 1'dir. Clnkl, s,;, ile 6,, sabit olmasalar bile,
aralarinda asagida ifade edilen vidasal iligki vardir.

Sap = AapBap + dap (2.2.9)

Bu iliskideki A, ve d,, parametreleri sabittir. A,;, parametresi, vidasal eklemin hatvesi; d
parametresi ise, vidasal eklemin eksenel ka¢ikligr olarak adlandirilir. Bir ¢ok durumda, F,, ve
Fpq eksen takimlari, d,, = 0 olacak bigimde konuslandirilabilir. Boyle bir durumda, vidasal
eklemin karakteristik denklemleri, asagidaki basitlesmis sekilleri alirlar.

é(ab,ba) - eﬁkeab (2210)
fiﬂi = Uy AapBap (2.2.11)

2.2.2. Universel Eklem (Kardan Eklemi)

—(ba) ﬁl(cab)

Sekil 2.2. iki Farkli Diizenlemeye Sahip Universel Eklemler

Bir Universel eklem, aslinda bir ¢ift doner eklemden olusur. Dolayisiyla, serbestlik derecesi
Uap = 2'dir. Yapisal ayrint1 olarak B, ve B, uzuvlarina ait €., ve &, kinematik elemanlarinin
arasia Ugclincli bir &,,;, kinematik elemani girer. Doner eklemlerin siralanmasina gore, Sekil
2.2'de gosterilen iki farkli diizenleme ortaya cikar.

Her iki dizenlemede de 0, ve Oy, Orijinleri ¢akisik oldugu i¢in kinematik elemanlar arasindaki
konum denklemi basit¢e sOyledir.

b =0 (2.2.12)
Kinematik elemanlar arasindaki yonelim iliskisi ise, doner eklemlerin siralanmasina gore, asagida
gosterilen iki bicimde ifade edilebilir.
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Sekil 2.2'nin so! tarafindaki siralama sdyledir.

rot[@ @ =2, ¢ op] rot[@P0 =uPD, 9 4]

Tab Tbab Tba (2-2-13)

Bu siralamaya gore,
C(abba) — otkbapplibab (2.2.14)
Sekil 2.2'nin sag tarafindaki siralama ise soyledir.

rot[ﬁgab)z”gbab), Oapl rot[ﬁ,&bab) =ﬁ,((ba), dapl

Fap Frap Fra (2.2.15)

Bu siralamaya gore,

C(abba) — oUibap oUkPab (2.2.16)
2.2.3. Kiresel Eklem

—(ba) —(ab)
Uy

Uy

Sekil 2.3. Kiresel Eklem

Kiiresel bir eklem, Sekil 2.3'te gosterilmistir. Kinematik elemanlardan &4, kuresel bir yuva
bicimindedir; &,, ise bu yuva icinde ti¢ farkli eksen etrafinda serbestce donebilen bir kiredir.
Dolayisiyla, kiiresel eklemin serbestlik derecesi, p,;, = 3'tdr.

Kiiresel kinematik elemanlarin merkezleri ¢akisik oldugu i¢in, bagil 6telenme denklemi soyledir.

Tappn = 0 (2.2.17)
Bagil donme denklemi ise, ti¢ bagimsiz agisal eklem degiskeni (¢,p, G4, Wap) cinsinden soyle
yazilabilir.

C"(ab,ba) = eﬁab1¢abeﬁab29abeﬁab3¢ab (2218)

(2.2.18) denklemi, asagidaki donme siralamasina gore yazilmustir.

dénme[tigp1,Pan] donme[rigp2,0 ap] dénme[rgps,Pap]

Fap Fuc Fep Fra (2.2.19)
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Bu siralamadaki donme eksenleri, birbirlerinden farkli olmak kosuluyla, keyfi olarak secilebilir.
Ek bir kosul olarak, bu eksenlerin birim vektorleri (1,51, Map2, Migp3), ddnme dncesi ve sonrasi
eksen takimlarinda sabit gériinecek bigimde seg¢ilirler. SOyle ki,

~(ab) _ =(bc)

Ngpy = Ny, = Ny, = sabit
flaps = Mong = filsy = sabit (2.2.20)

— _ =(cb) _ —(ba) _ .
Ngps = Nyy5 = N,y,5 = sabit

Bu birim vektorlerin en uygun secimi ise, kiresel eklemin kullanildigi mekanik sistemin
kinematik yapisina baglidir. Sisteme 0zgl uygun segimlerle kinematik baglanti denklemleri
olabildigince basitlestirilebilir.

2.2.4. DUzlemsel Temash Eklem

—>(ab)

u.
j
a}({ab) ﬂ’(cba) /

Sekil 2.4. Duzlemsel Temasli Eklem

Kinematik elemanlar1 arasinda diizlemsel temas olan bir eklem, Sekil 2.4'te gosterilmistir.
Diizlemsel temas, elemanlara bagli F,, ve F,, eksen takimlarmin i-j duzlemleri Uzerinde
saglanmaktadir. Temas bicimi nedeniyle eklemin serbestlik derecesi u,, = 3'tir. Eklemin
karakteristik denklemleri ise, ii¢ adet bagimsiz eklem degiskeni (x4p, Yap, Bap) cinsinden soyle
yazilabilir.

C"‘(ab,ba) = eﬁkaab (2221)
fi% = UiXqp + UiYap (2.2.22)
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2.3. Yuksek Mertebeli Basit Temash Eklemler
2.3.1. Duzlem Ustiinde Cizgisel Temash Eklem

Sekil 2.5. Diizlem Ustiinde Cizgisel Temasli Eklem

Duzlem Gstunde gizgisel temasl bir eklem, Sekil 2.5'te gdsterilmistir. Goriildigi gibi, bu eklem
basit temashdir, ¢linkii cizgisel temas arayizu, elemanlardan birine (€,,'ya) gore sabit
kalmaktadir. Bu eklemin &, ve &,, kinematik elemanlari, birbirine gore dik iki eksen etrafinda
donme, ayrica yine birbirine gore dik baska iki eksen boyunca da otelenme hareketleri
yapabilirler. Dolayisiyla, eklemin serbestlik derecesi, p,, = 4'tir. Eklemin karakteristik
denklemleri ise, dort adet bagimsiz eklem degiskeni (¢gp, Oapr Xap, Yap) cinsinden soyle
yazilabilir.

é(ab:ba) = eﬁk¢abeﬁi9ab (231)
—(ab — _
ra(l(Jl,b)a = UiXqp + UjYap (2.3.2)

2.3.2. Duizlem Ustiinde Noktasal Temash Eklem

Sekil 2.5. Diizlem Ustiinde Noktasal Temasli Eklem
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Dizlem Ustiinde noktasal temasli bir eklem, Sekil 2.6'da gosterilmistir. Goriildigi gibi, bu
eklem de basit temashidir, ¢iinkii noktasal temas aray(zi, elemanlardan birine (€,,'ya) gore sabit
kalmaktadir. Bu eklemin &,, ve &,, kinematik elemanlari, birbirlerine gore ti¢ farkli eksen
etrafinda donme, onlardan baska iki farkli eksen boyunca da otelenme hareketleri yapabilirler.
Dolayisiyla, eklemin serbestlik derecesi, u,, = 5'tir. Eklemin karakteristik denklemleri ise, bes
bagimsiz eklem degiskeni (41, Oaps Wans Xab, Yap) cinsinden sdyle yazilabilir.

é(ab'ba) = eﬁabld)abeﬁabzeabeﬁabswab (233)
—(ab — _
ra(lcol,b)a = UiXgp + WiYap (2.3.4)

Bu eklem, aslinda, duzlemsel temasl: bir eklem ile kiresel bir eklemin bilesimi bigciminde
diisiintilebilir. Dolayisiyla, daha oOnce, kiiresel bir eklemi karakterize eden donme eksenleri
hakkinda s6ylenen 6zellikler, bu eklem i¢in de gegerlidir.

2.4. Yiksek Mertebeli Noktasal ve Yuvarlanma Temash Eklem
(Cift Egrilikli Kam Cifti Eklemi)

Figure 2.7. Cift Egrilikli Kam Cifti Eklemi

Uc boyutlu uzaydaki bir yiizey, ya sifir egrilikli (yani diizlemsel), ya tek egrilikli (yani silindirsel
ya da konik), ya da ¢ift egrilikli (6rnegin kiire, elipsoid, paraboloid ve benzerleri biciminde)
olabilir. Cift egrilikli bir yiizeyin bir bagka yiizeyle (egrilik tirli ne olursa olsun) temasi, ancak
noktasal olabilir. Tek egrilikli bir yiizeyin ise, bir diizlemle temas1 ancak c¢izgisel, bir baska tek
egrilikli yiizeyle temasi ise ¢izgisel ya da noktasal olabilir.

Sekil 2.7'de S, Ve Spq gibi gift egrilikli yiizeylere sahip olan iki uzaysal kamdan olusan bir
eklem goriilmektedir. iki kam arasinda noktasal temas oldugu i¢in, bu eklemin serbestlik derecesi
Uap = 5'tir. Ne var ki, bu eklemi yalnizca 5 bagimsiz degiskenle karakterize etmek kolay ve
elverisli olmamaktadir. Bunun yerine 13 degisken kullanmak ve aralarinda 8 bagimsiz iliski
kurmak, eklemin kinematik 6zelliklerini ¢cok daha agik ve etkin bir bi¢imde yansitabilmektedir.

Bu ekleme ait 13 degisken ve aralarinda kurulan 8 bagimsiz iliski asagida agiklanmustir.
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2.4.1. Bagill Konum Denklemleri

Sekil 2.7'de gorildiigii gibi, Q,, Ve Qp, noktalari, iki ylizeyin anlik temas noktalaridir. Bu
noktalar kullanilarak asagidaki vektor denklemi yazilabilir.

OapQap = OapOpa + OpaQpa =
Fabq = Fab,ba + ?baq (24.1)

(2.4.1) vektor denklemine F,;, eksen takiminda karsilik gelen matris denklemi soyledir.

_(ab) _ —(ab) |, A _(b
ra(gq) = r(l(;b)a + C(ab'ba)rb(ag) (2.4.2)

(2.4.2) denklemindeki dikeysira matrislerinin agilimlari ise soyledir.

_(ab)

Tabpa = UiXap T UjYap + UkZap (2.4.3)
—(ab) _ - _ _
Tabq = WiXabg + Wj¥abg + UkZabg (2.4.4)
—(ba) _ - _ _
Toaq = WiXbaq + %j¥pag + WkZag (2.4.5)

(2.4.2) denklemindeki doniisiim matrisi ise, kiresel bir eklemde oldugu gibi, li¢ agili bir donme
matrisi biciminde ifade edilebilir. Soyle ki,

Cabba) — ofiab1®ab ofiabzBab ofabsPab (2.4.6)

Buradaki i1, flgp2, fgps Matrisleri, kinematik iliskileri basitlestirmek tizere segilebilecek sabit
matrislerdir.

Temas noktalarmin ilgili eksen takimlarindaki koordinatlari, (2.4.2) denklemine ek olarak,
asagidaki ylzey denklemlerini de saglarlar.

fab(xabq: yabqlzabq) =0 (2.4.7)
fba(xbaq' ybaq'Zbaq) =0 (248)

Bunun otesinde, S, Ve Sp, Yuzeyleri, anlik temas noktalarinda birbirlerine feget durumunda-
dirlar. Diger bir deyisle, bu yilizeylerin temas noktalarindaki gradyan vektorleri, birbiriyle ayn1 ya
da ters yonde ¢akigirlar. Yani, asagidaki gradyan hizalanma denklemini saglarlar.

gba = _Aabgab (2-4-9)

(2.4.9) denkleminde, S, ve S, Ylzeylerine ait gradyan vektorleri, G,, ve g,, Simgeleriyle
goOsterilmistir. Bir yuzeyin gradyan vektorl, o ylzeye diktir ve usulen o yuzeyin icbikey
tarafindan digbiikey tarafina dogru yonlendirilir. Eger yiizey timulyle ya da yerel olarak
duzlemsel (yani egriliksiz) ise, gradyan vektorinin yonl keyfi olarak segilebilir.

(2.4.9) denklemindeki A, katsayisi ise, gradyan orami olarak tamimlanir. Eger ylizeylerin her
ikisi de, cogunlukla oldugu gibi, disbiikey taraflariyla temas ediyorsa, A,, > 0 olur. Aksine,
yiizeylerden biri digbiikey tarafiyla digeri ise igbiikey tarafiyla temas ediyorsa, A,;, < 0 olur.
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Gradyan vektorleri (g, Ve Gpq), kendilerine iliskin F,;, ve Fp, eksen takimlarinda, asagidaki
dikeysira matrisleriyle temsil edilirler.

G = Uifapx + Uj faby + Ur fabz (2.4.10)
—(b — — —
gl()aa) = Uifpax + Uifpay + U Soaz (2.4.11)

(2.4.10) ve (2.4.11) denklemlerinde, asagidaki kismi tiirev tanimlari kullanilmustir.

fabx = Ofap/0x
faby = 0fan/0y (2.4.12)
fabz = 0fap/0z

frax = 0fpa/0x
fbay = 0fpa/0y (2.4.13)
fraz = 0fpa/0z

Yukaridaki matris gosterimleri kullanilarak (2.4.9) denklemi, séyle de yazilabilir.
(abba) gD — 5 gia» (2.4.14)

Daha o6nce de deginildigi gibi, bu eklem i¢in 13 degisken kullanmak uygun olmaktadir. Bu
degiskenler, iki kiimeye ayrilarak asagidaki gibi listelenebilirler.

* Eklem Degiskenleri (7 adet):

{*ab, Yav) Zap; Pav Oab) Yavi Aav} (2.4.15)
* Temas Noktas1 Koordinatlar1 (6 adet):

{xabq' Yabqr Zabq; Xbaq» Ybaq» Zbaq} (2.4.16)

Yukaridaki 13 degisken arasinda 8 adet bagimsiz iliski bulunmaktadir. Bu iliskilerden 6 adeti,
(2.4.2) ve (2.4.14) sayili dikeysira matris denklemlerinde igerilmektedir. 2 adet iliski ise, (2.4.7)
ve (2.4.8) sayili skalar denklemler tarafindan saglanmaktadir. Boylece, eklemin serbestlik
derecesi py, = 13 — 8 = 5 olmaktadir.

Buna gore, eger eklem degiskenlerinden besi (6rnegin, ¢dqp, Oap, Yan, Xab, Yap) Verilirse, diger
sekiz degisken (yani, Zgp, Adgp, Xabgs --+» Zbagq), S0ZU edilen denklemler kullanilarak belirlenebilir.

2.4.2. Bagil Hiz Denklemleri

Iki kam arasindaki bagil hiz denklemleri, Kisim 2.4.1'deki bagil konum denklemlerinin tiirevleri
alinarak elde edilebilir. Alinan tiirevler asagida gosterilmistir.

* (2.4.7) ve (2.4.8) denklemlerinin tirevleri:

. . . —(ab)t =(ab

fabxXabq + fabyYVavq + favzZapg =0 = ggz ) T;gq) =0 (2.4.17)
. . . —(ba)t ~(b

fbaxxbaq + fbay.VDaq + fbazzbaq =0 = gl()aa) rb(ag) =0 (2.4.18)
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* (2.4.2) denkleminin tiirevi:

Flab) _ (ab) + é(ab,ba);b(gg) + é(ab,ba)fb(gg) —

abq ab,ba
~(ab —(ab A ~(b ~(ab A —(b
Tabg = Dappa + COPPORLD + @) COPPORTY (2.4.19)

(2.4.19) denkleminde su tanimlar kullanilmistir.

_(ab) =(ab)

Vab,ba = Tab,ba (2.4.20)
~(ab A A _(ab ~(ab
Bappa = COPPICOUD) = G = dsm[@gy,] (2.4.21)

(2.4.3) ve (2.4.6) denklemlerine gore, iki kam arasindaki bagil 6telenme ve donme hizlari, yani

ﬁé‘;?b)a ve 52‘;{2 , dikeysira matrisleri, sdyle ifade edilirler.

_(ab)

Vabba = UiXap T UiYap + UkZap (2.4.22)
(T)‘g%f’ga = ‘i’abﬁabl + g'abeﬁam(l’abﬁabz + ljjabeﬁab1¢abeﬁab29abﬁab3 (2.4.23)

* (2.4.14) denklemini tiirevi:

A =(b A —_(b =(ab ; _(ab

C(ab,ba)gl()aa) + C(ab,ba)gl()aa) _ —ﬂabg((l% ) _ Aabg((;;l) )

A (b ~(ab) A —(b - (ab : —(ab

C(ab,ba)gl(?aa) 4+ wé‘;’b)ac(ab,ba)glgaa) — _Aabgc(lcll) ) _ Aabgc(lcll) ) (2424)

(2.4.10) ve (2.4.11) denklemlerine gore, gradyan tirevleri, yani §%” ve §°%, (2.4.12) ve

a

(2.4.13) denklemlerindeki benzer notasyon kullanilarak soyle ifade edilebilir.

=~ (ab ry(ab) ~(ab

gu) = Ay (2.4.25)
~(b 5(ba) ~(b

G = HRORLD (2.4.26)

Buradaki ﬁé‘;b) ve HIEZ“) matrisleri, f,,(x,v,2) ve f,.(x,y,2z) ylzey fonksiyonlarina ait Hesse
(Hessian) matrisleridir. Bu matrislere egrilik matrisleri de denir. Agik ifadeleri soyledir.

-fabxx fabxy fabxz-
H gyb) = |fabyx  fabyy Jfabyz (2.4.27)
_fabzx fabzy fabzz ]

-fbaxx fbaxy fbaxz-
Ay = |foayx  foayy foayz (2.4.28)
_fbazx fbazy fbazz ]

Hesse matrisleri kullanilarak (2.4.24) denklemi soyle de yazilabilir.

A ri(ba) =(b ry(ab) ~(ab ~(ab s o =(ab
CPPOFLOFCD + AanHiy Tapg’ = Mav@qppa — Aanl1gy” (2.4.29)

Boylece, 13 degiskenin tiirevleri arasinda, 8 adet bagimsiz iligki icermek lzere, (2.4.17), (2.4.18),
(2.4.19) ve (2.4.29) denklemleri elde edilmis olur.

2.12 M. K. Ozgoren



2.5. Yuksek Mertebeli Cizgisel ve Yuvarlanma Temash Silindirsel Eklem
(Silindir Usttinde Silindir Eklemi ya da Silindirsel Kam Cifti Eklemi)

—)(ab)
ﬁ}ba) Y —(ba)
B —(b
Opa o ba u,(( «
Pba ba Qba
Pab Qab
gab
Op b o— e IS H _ _._,ﬁ,({“b)
Bab

Sekil 2.8. Silindirsel Kam Cifti Eklemi
Sekil 2.8'de gosterilen eklem, eksenleri birbirine paralel olan iki silindirsel kamdan olusmustur.

Bu eklemin, ¢izgisel temas korundugu siirece, serbestlik derecesi p,, = 3'tUr. Ayrica, ﬁ,(cab)

yonlindeki kayma hareketi bir yana birakilacak olursa, bu eklem, p,;, = 2 olan bir duzlemsel kam
cifti olarak da ele alinip incelenebilir. Boyle yapilarak asagidaki denklemler yazilabilir.

2.5.1. Bagil Konum Denklemleri

Kamlarin her biri, asagidaki kam profili denklemleriyle betimlenebilir.
fab(Xabg) Yanq) = 0 (2.5.1)
foa(Xbags Ybaq) = 0 (2.5.2)

Gradyan vektorleri, ilgili eksen takimlarinda asagidaki dikeysira matrisleriyle ifade edilebilir.

=(ab)

Gap = Uifapx + ajfaby = ai(afab/axabq) + U (afab/ayabq) (2.5.3)
T2D = G fyax + Uifoay = 5 (fpa/0%baq) + T (0fpa/dVbaq) (2.5.4)

Kamlar arasindaki déonme ise yalnizca fi,((ab) etrafinda olabilir. Dolayisiyla,

Clabba) — pUxPap (2.5.5)

Temas cizgisi Uzerindeki Q4 Ve Qp, noktalart ile O, Ve Op, oOrijinlerinin inceleme duzlemi
tizerindeki izdiistimleri olan B, Ve Bj, noktalari arasinda ise asagidaki iligkiler yazilabilir.

~(ab) _ -(ab) A(ab,ba)=(ba)
Tabq - Tab,ba + C(a a)rbaq =

—_ — = — ﬁ — —
uixabq + ujyabq = UiXgp T ujyab te Kab (uixbaq + ujybaq) =
aixabq + ﬁjyabq = UiXgp + ﬁjyab

+ (ﬂia/)ab + ajSlpab)xbaq + (ajcwab - aiswab)ybaq) =
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Xabq = Xap T xbachab - ybaqSlpab (2.5.6)
Yabq = Yab + xbaqswab + ybaqapab (2.5.7)
Gradyan hizalanma denklemine gelince, o0 da asagidaki skalar denklemlere yol agar.

((abba) =(ba) _ ) ~(ab)

Iba ab9ap = =
e™¥ab (T foon + Ui foay) = —Aab (@ifabx + Ujfapy) =
fraxCWap — fbaySl/)ab = —Aabfabx (2.5.8)
fraxS¥ab + foayCPap = —Aabfaby (2.5.9)

Yukarida goriildiigii gibi, diizlemsel bir kam ¢ifti i¢in, asagidaki kiimede listelenmis olan 8 adet
degiskeni kullanmak uygun olmaktadir.

{%abs Yav, Wavs Aabs Xabq» Yabq’ Xbaq> ybaq} (2.5.10)

Ne var ki, bu 8 adet degisken arasinda, asagidaki denklemlerle ifade edilen 6 adet bagimsiz iliski
bulunmaktadir.

(2.5.1), (2.5.2), (2.5.6), (2.5.7), (2.5.8), (2.5.9)

Dolayisiyla, diizlemsel kam ¢iftinin serbestlik derecesi, p,;, = 8 — 6 = 2 olmaktadir. Buna gore,
8 degiskenden ikisi (6rnegin, x,p, V€ ygp) verilirse, diger 6 degisken (yani, Yap, Aap, Xabg» Yabg:
Xpag+ Ybaq) Yukarida belirtilen 6 denklem ¢OzUlerek belirlenebilir.

2.5.2. Bagil Hiz Denklemleri

Kisim 2.5.1'de sozii edilen 6 denklemin tiirevi alinarak agagidaki hiz denklemleri elde edilir.

fabxXabq T+ fabyYabq = 0 (2.5.11)
foaxXvag + foayYbaqg = 0 (2.5.12)
Xabq = Xab + XpagWab — YbagSWab — XpagSPa» + ybaqa/)ab)ll’ab (2.5.13)
Yabq = Yab + XbagSWab + YbaqCWab + XpagCWPap — ybaqSlpab)lj]ab (2.5.14)

(foaxxW®ab — frayxS¥ab)Xbaq + SpaxycWab — foayySWab)Ypaq
= (foaxS¥ap + fbayClpab)lj’ab — Aabfavx — Aab (fabxxXabq t fabxyYabq) (2.5.15)
(fpaxxSWab t+ foayxCWab)Xvaq + UbaxyS®ab + foayycWan)YVbaq
= (fbaySIPab - fbaxa/)ab)lj)ab - j-abfaby — Aap (fabyxxabq + fabyyyabq) (2.5.16)

Bu 6 denklem sayesinde, 8 degisken tiirevi arasindaki bagimsiz iliskiler kurulmus olur. Boylece,
tiirevlerden ikisi (6rnegin, x5 Ve V,5,) verilirse, diger tiirevler (yani, ¥ 4p, Aqp; Xabgs -+ Ybagq)r SOZ
konusu denklemler ¢ozilerek belirlenebilir.
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2.5.3. Kaymadan Yuvarlanmah Bagil Hiz Denklemleri
(Diiz Disli Cifti Denklemleri)

Eger iki silindirsel kam birbiri Gzerinde, yeterli surtinme ya da a¢imis disler sayesinde,

kaymadan yuvarlaniyorsa, Fcfgf; ) ve Fb(gg )

olmayan (nonholonomik) iliski ortaya ¢ikar.

dikeysira matrisleri arasinda asagidaki tumlevcil

) = labbayba) (25.17)
(2.5.17) denklemi, asagidaki skalar denklemlere yol agar.

aixabq + ﬂjyabq = eWi¥ab (ﬁixbaq + ajybaq) =

xabq = J.Cbaqa/)ab - ybaqswab (2-5-18)

yabq = Xbaqswab + ybanlpab (2.5.19)
(2.5.18) ve (2.5.19) denklemleri ile (2.5.13) ve (2.5.14) denklemleri arasindan temas noktasi
koordinatlarinin tiirevleri yok edilince, ortaya su denklemler ¢ikar.

Xap = (xbaqswab + ybachab)d}ab (2-5-20)

Yab = (ybaqSlpab - xbaqapab)d}ab (2-5-21)

(2.5.20) ve (2.5.21) denklemleri sayesinde iki tlrev (x,;, ile y,;) belirlenince, geriye alt1 tiirev
(tpab,iab;xabq,yabq;xbaq,ybaq) kalmaktadir. Bunlar1 belirlemek igin kullanilacak denklemler
ise, (2.5.13) ve (2.5.14) zaten kullanilmis olduguna gore, asagida belirtilen 6 denklemdir.

(2.5.11), (2.5.12), (2.5.15), (2.5.16), (2.5.18), (2.5.19)

Ne var ki, kaymadan yuvarlanma hareketinde, (2.5.18) ve (2.5.19) denklemlerinin varhigi
nedeniyle, (2.5.11) ve (2.5.12) denklemlerinden biri digerinden g¢ikartilabilir hale gelir. Bu
nedenle, bagimsiz denklem sayist 5'e diiser. Bunun sonucunda da, eklemin serbestlik derecesi,
ap = 1 olur. Béylece, 6rnegin, yalmzca v, tirevinin verilmesi ile diger 5 degiskenin tiirevi

(yani, Adap; Xapg Vabq; Xbaqr Yvaq) Delirlenebilir.

Kaymadan yuvarlanma nedeniyle (2.5.11) ve (2.5.12) denklemlerinin arasinda olusan iligki,
asagida gosterilmistir.

(2.5.11) denklemi, (2.5.18) ve (2.5.19) denklemleri yerine konarak soyle yazilabilir.
fabx(xbachab - ybaqSl/)ab) + faby(xbaqSl/)ab + ybaqa/)ab) =0 (2-5-22)

Ote yandan, A, # 0 oldugu icin, (2.5.8) ve (2.5.9) sayili gradyan hizalanma denklemleri, su
sekilde diizenlenebilir.

favx = —(fpaxWap — fbaySlpab)//lab (2.5.23)
faby = —(fraxSPa» + fbaycwab)/)-ab (2.5.24)
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(2.5.22) denklemi Gzerinde, (2.5.23) ve (2.5.24) denklemleri yerine konup gerekli islemler
yapilinca asagidaki sonug elde edilir.

(fbaxa/)ab - fbayswab)(xbachab - ybaqsdjab)
+(fbax51/)ab + fbaycwab)(xbaqswab + ybaqa/)ab) =0 =
fbaxxbaq + fbayybaq =0 (2.5.25)

Gorildigi gibi, (2.5.11) denkleminden yola c¢ikilarak elde edilen (2.5.25) denklemi, (2.5.12)
denklemi ile aynmidir. Dolayisiyla, (2.5.12) denklemine gerek kalmamaktadir.

2.5.4. Ornek: Dairesel Diiz Disli Cifti

Eger disliler dairesel ise, f;; Ve fp, fonksiyonlar1 soyle ifade edilirler.
fabr (Kabgs Yavq) = Xapq + Yapg — Tép = 0 (2.5.22)
foa(Xbags Ybaq) = Xibaq + Viaq — Tha = 0 (2.5.23)

Bu disliler i¢in gradyan vektorleri ise, asagidaki dikeysira matrisleriyle temsil edilirler.

=(ab)

Gap = 2(UiXapq + UYabq) (2.5.24)

Gba’ = 2(Wkbaq + UjYbaq) (25.25)
Bu durumda, (2.5.6) — (2.5.9) sayili konum denklemleri, asagidaki bigimleri alirlar.

Xabq = Xab + XbagWab — YbagSWab (2.5.26)

Yabq = Yab + XbagSWapb + YbaqWab (2.5.27)

XpagCWab — YbagSPab = _Aabxabq (2.5.28)

XpagSWab t+ YbagCWab = —AabYabq (2.5.29)

(2.5.28) ve (2.5.29) denklemleri, (2.5.26) ve (2.5.27) denklemlerinde yerine konunca, x,p,q Ve
Yabq koordinatlarini veren asagidaki denklemler elde edilir.

Xabq = Xap/ (1 + Agp) (2.6.30)
Yabq = Yab/(1 + Agp) (2.6.31)

Ote yandan, (2.5.28) ve (2.5.29) denklemleri de, Xpaq V€ Ybaq koordinatlarini verir. Soyle ki,

Xpag = —Aab(XabgWab + YabgSWab)

= —AabXapWap + YarSPap) /(1 + Aap) (2.5.32)
Ybaq = —Aap (}’ach¢ab - xabq5¢ab)

= —dab VabrWap — XapSPap) /(1 + Aap) (2.5.33)

Yukarida belirlenen koordinatlar, (2.5.22) ve (2.5.23) denklemlerinde yerlerine konunca,
asagidaki denklemler elde edilir.
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Xap +Vap = (1 + Agp) 18, (2.5.34)

xap + Vap = (L + Agp) 2154/ 2%, (2.5.35)
(2.5.34) ve (2.5.35) denklemlerinden ise, su sonuglar elde edilir.

Aab = O-ab(rba/rab) ; Ogp = X1 (2-5-36)

xzp + Vop = (Tap + OapTpa)® = Tippa (2.5.37)

(2.5.37) denklemine gore, &,, kinematik elemaninin (dislisinin) merkezi, €, Kkinematik
elemaninin (dislisinin) merkezi etrafinda, yari¢api 7,50 = Tap + OapThe 0lan bir cember Gzerinde
hareket eder. Bu ise, zaten bilinen bir sonugtur.

NOT: Dislilerin her ikisi de digbiikey ise, g, = +1 Ve 13ppq = Tqp + T, Olur. Fakat, dislilerden
biri digbiikey digeri ise igbukey ise, a4, = —1 Ve ryppa = Tap — Tpa OlUT.

Analizi kolaylastirmak tizere, eger asagida tanimlanan kutupsal koordinatlar kullanilirsa, (2.5.37)
denklemi kendiliginden saglanir.

Xab = TabbaCPab + Yab = TabbaSPab (2.5.38)
Buradaki ¢, agisi, kol olarak tanimlanan B,y B, vektorinin &£, dislisine bagl ﬁi(ab) birim
vektoriine gore yaptigi agidir.

Bu arada, yukaridaki sonuglara gore, (2.5.20) ve (2.5.21) denklemleri, asagidaki bi¢imlerde
yazilabilir.

Xap = _Aabyablﬁbab/(l + Aap) = _O-abrbayablj]ab/rabba (2.5.39)
Vab = +Aabxab1/.)ab/(1 + Aap) = +O_abrbaxab7j)ab/rabba (2.5.40)
Bu denklemlerin her ikisi de, (2.5.38) denklem ¢ifti kullanilinca asagidaki denkleme indirgenir.
rabbaqsab = O_abrbaljjab (2.5.41)

Ayrica, €y, Ve &y, dislilerinin kola gore bagil yonelimlerini belirtmek lizere, asagidaki iki ag1
tanimlanabilir.

Obar = Wap — ap  (Epq dislisinin kola gore bagil agisi) (2.5.42)

Oapr =0 — Pap (E4p dislisinin kola gore bagil agisi) (2.5.43)
(2.5.42) ve (2.5.43) denklemleri kullanilarak (2.5.41) denklemi sdyle de yazilabilir.

TbaOpar = —OapTabbapr (2.5.44)

(2.5.44) denklemi ise, goriildiigii gibi, kola gore yazilan alisilagelmis diiz disli ¢ifti denklemidir.
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2.6. Yuksek Mertebeli Cizgisel ve Yuvarlanma Temash Konik Eklem
(Koni Ustiinde Koni Eklemi)

—>(ab)
(b )
i J L (ba)
7
gab
A —(ab)
'IB ul
ab

Sekil 2.9. Koni Ustiinde Koni Eklemi

Sekil 2.9'da £, ve &y, gibi iki konik kinematik elemandan olusan bir eklem goriilmektedir. Bu
elemanlara baglanan F,, ve F,, eksen takimlarinin orijinleri olan O, ve 0,, noktalari,
konilerin tepe noktalarina yerlestirilmistir. E,;, ve &, elemanlari, anlik olarak g¢akisik olan
OapQap V€ 0paQpe dogrulart boyunca temas halindedirler. Konik elemanlarin yukseklikleri
(yani, zg, = OgpBap V€ Zpa = OpaBpa), taban egrileri Uzerindeki Q,p Ve Qp, noktalar gakisik
olmak Uzere, keyfi olarak secilebilir. Buradaki B,, ve B,, noktalar1 ise, tepe noktalarinin
konilerin tabanlar1 Uzerindeki izdiisiimleridir.

2.6.1. Bagill Konum Denklemleri

Eap Ve &y, elemanlarinin seklini olusturan konik S, ve S, yuzeyleri, matematiksel olarak
asagidaki fonksiyonlarla betimlenebilir. Bu fonksiyonlara, taban fonksiyonlar: ya da dogrultman
(direktris) fonksiyonlar: denir.

fab(fabqr 77abq) =0 (2.6.1)
fba(gbaq' r]baq) =0 (2.6.2)

(2.6.1) ve (2.6.2) denklemlerindeki fonksiyonlarin argiimanlari, asagida tanimlanan boyutsuz
koordinat oranlaridr.

fabq = xabq/Zabq } (2.6.3)
Nabq = yabq/Zabq h
fbaq = xbaq/zbaq } (2.6.4)
Nbag = ybaq/Zbaq o
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fab(€abqr Nanq) 1slevine ait gradyam olusturmak tizere ilgili tiirevler sdyle alinir.
fabx = afab/axabq = (afab/afabq)(afabq/axabq) = fabf/Zabq (2.6.5)
faby = 0fan/0¥abq = (0fan/0Manq) (ONanq/0Vanq) = fabn/Zanq (2.6.6)
fabz = afab/azabq =
fabz = (0fan/08anq)(0Sanq/0Zanq) + (Ofan/0Manq) (0Nanq/0Zanq) =
fabz = (favg) (—Xabq/Zapq) + (farn) (—Yavq/Zang) =
favz = —(favedang + favnMang)/Zanq (2.6.7)
fra(€ bag Mbaq) 1slevine ait gradyani olusturmak tizere ilgili tiirevler de benzer bigimde alinur.

fab V€ fpq fonksiyonlarmin gradyan vektorleri ise, F,, Ve Fp, eksen takimlarinda asagidaki
dikeysira matrisleriyle gosterilir.

—(ab —(ab

gc(lc; ) = chg )/Zabq (2.6.8)
_(b _(b .6.
l(aaa) = Vb(aa)/zbaq

(2.6.8) denklem takiminda Végb) ve ]7b(Za) simgeleriyle gosterilen modifiye gradyan fonksiyonlart,

sOyle tanimlanmislardir.

~(ab)

Yap =~ ﬂifabg‘ + ﬂjfabn — Uy (fabffabq + fabnnabq) (2.6.9)
(b a a _ .0.
Vb(aa) = uifba$ + ujfban - uk(fbaEEbaq + fbannbaq)
Gradyan hizalanma denklemi ise soyle ifade edilebilir.
A —(b —_(ab
C(ab,ba)gl()aa) — _Aabggll; ) -
A —(b ! —(ab
Clabbaypa) _ 1 5@ (2.6.10)

(2.6.10) denklemindeki A, katsayisi, modifiye gradyan orani adiyla sdyle tanimlanmustir.
%b = (Zbaq/Zabq)Aab (2.6.11)

Buradaki formilasyonda, anlik temas cizgisi Uzerindeki Q,, ve Q,, noktalarinin konum
vektorleri, F,;, ve Fp, eksen takimlarinda soyle ifade edilirler.

fa(lc)lc?) = UiXapq + UjYabq + UkZavg = WiSanq T Uillang T+ Uk)Zabg =
Tane) = Weg Zabg (2.6.12)
fzfﬁé,l) = WiXpag + UjYbaq + UkZbag = (WiSpaq + Uillbaqg + Uk)Zbaqg =
T = Wy Zpaq (2.6.13)
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6. ve (2.6. enklemlerindeki w "’ = [Wg, ve w,, " = [Wpg ikeysira
2.6.12 2.6.13) denklemlerindeki w. " (ab) (ba) (a)  gik
matrisleri s6yle tanimlanmustir.

—(ab) _ - — — ~(ab) | —
Wa(; = uifabq + UiNabq t+ U = pa%q + Uy
—(ba) _

“ i - . (2.6.14)
Wha = = uifbaq + UiNpaq + Uk = pbaq + U

Bu tanimlarin ana unsuru olan w,;, ve w, vektorleri, €, ve &,, konilerinin jeneratrislerini (zsin
dogrularm ya da yapict dogrularint) temsil ederler.

(2.6.14) denklem takimindaki p( ) and p(b @) dikeysira matrisleri ise, asagidaki Papg V€ Ppag

abq baq
vektorlerinin F,, ve Fp, eksen takimlarindaki matris gosterimleridir.
ﬁabq = Baanb/Zabq and ﬁbaq = BbaQba/Zbaq (2-6-15)

Sekil 2.9'un sag tarafinda noktali ¢izgilerle gdsterilen bu vektorler, konilerin taban diizlemlerinde
yer alirlar ve taban vektorleri olarak adlandirilirlar.

Yukaridaki tanimlar kullanilarak gizgisel temas denklemi soyle yazilabilir.

_(ab b b b A b
ra(l()lq) a(gb)a + b ba)r( a) = W(Ezl)zabq = C(ab'ba)wlg (ll)zbaq =

(ab)(ab _ (b, ba)—(ba) (2.6.16)
(2.6.16) denkleminde, asagida tanimlanan eksenel uzunluk orani kullanilmstir.

{abq = Zabq/Zbaq (2.6.17)
Aslinda, genelligi bozmadan, zgp4 Ve 2,44 uzunluklarindan biri sabit olarak segilebilir. Buradaki
secim soyle yapilmistir.

Zpaq = hpq = sabit (2.6.18)
(2.6.16) denklemi olusturulurken, dikkat edilirse, su esitlik kullanilmistir.

—(ab)
ab ba =

OI

(2.6.19)
Bu esitligin nedeni, Sekil 2.9'da da goriildiigi gibi, O, Ve Op, orijinlerinin (yani konilerin tepe
noktalarinin) ¢akisik olmasidir.

Bu arada, &£,, konisinin £, konisine gore yonelimi, konik geometriye uygun bir bi¢imde, ya
k-i-k ya da k-j-k donme siralamasiyla ifade edilebilir. Burada, k-j-k siralamasi tercih edilerek
yonelim matrisi soyle olusturulmustur.

((abba) — olxdpap oUjbab oUrPab (2.6.20)
Yukarida anlatilan formiilasyon, asagidaki kiimede listelenen 9 adet degiskeni icermektedir.

{bav) Oavs Yab; %b, Zabq; fabq' Nabq; fbaq' 77baq} (2.6.21)
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Buradaki 9 degisken arasinda ise, asagidaki denklemlerle ifade edilen iliskiler bulunmaktadir.

Skalar denklemler: (2.6.1), (2.6.2)
Dikeysira matris denklemleri: (2.6.10), (2.6.16)

Ne var ki, (2.6.10) ve (2.6.16) denklemlerinin taraf tarafa yapilan i¢ ¢arpimlarindan elde edilen
asagidaki esitlik, 9 degisken ne olursa olsun, her zaman 0 = 0 bi¢iminde saglanmaktadir.

abfabq[ (ab)tyégb)] = [w (ba)tyb(za)] —~ 0=0 (2.6.22)

Bunun nedeni, jeneratris vektorleri ile gradyan vektorlerinin dogal olarak biribirlerine dik
olmasi, yani asagidaki 6zdesliklerin varligidir.

Wap *Vap =0 V& Wyg " ¥Ype =0 (2.6.23)

Dolayisiyla, yukarida belirtilen denklemler, 8 yerine 7 adet etkin bagimsiz skalar denklem
icermektedir. Bu durumda, incelenen eklemin serbestlik derecesi, p,, = 9 — 7 = 2 olmaktadir.

Boylece, 9 degiskenden 2'si (0rnegin &,pq ile &pq4) Verilirse, diger 7 degisken (yani ¢gp, 0gp,
Yabr Aabs Sabgr Nabgs Mrag) SOZU edilen denklemler ¢ozilerek belirlenebilir.
2.6.2. Bagil Hiz Denklemleri

(2.6.1), (2.6.2), (2.6.10) ve (2.6.16) denklemlerinin tlrevleri alinarak asagidaki hiz denklemleri
elde edilir.

fabg‘éabq + favnNavg = 0 (2.6.24)
fbas‘ébaq + franMbag = 0 (2.6.25)
Cnbdp Q0 4 C@PDFOD = Ry~ AunFay =

T ¢ 58, LD — 70— Ly 2620

C(abba)—(ba) _|_C(abba)—(ba) —(ab)zabq +M_’ézb)(abq —

COPP DT + @iy CP W™ = g Lang + Wap, v (2.6.27)

(2.6.26) ve (2.6.27) denklemlerinde gereken bagil agisal hiz bilgisi, (2.6.20) denkleminden elde
edilir. Soyle ki,

_((l(lsz)a = Papily + Oape™ Pavll; + 1) g ekPabe¥ifabiy (2.6.28)
Ayn1 denklemlerde yer alan w( ®) ve yéab) tlrevleri, Eabq Ve T)gpq Cinsinden; w,gfl“) ve Vb(fla)

tirevleri ise, &pqq Ve Tingq Cinsinden ifade edilebilirler. Ozellikle, w %" ile w2?, (2.6.14)

denklem takimina gore, asagidaki oldukca basit ifadelerle ortaya ¢ikarlar.

b b b b
CEZ ) = Pc(;zl;q) = ulfabq + UiNang » W,Saa) = pl(,az) = ulfbaq + UjNpaq (2.6.29)
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Ayrica, (2.6.26) ve (2.6.27) denklemleri, (2.6.22) sayili etkisiz denklemin turevinin de etkisiz
olmasi nedeniyle, 6 yerine 5 etkin bagimsiz skalar denklem icermektedir.

Buna gore, (2.6.21) sayili kiimedeki 9 degiskenin turevlerinden ikisi verilirse, geri kalan 7
degiskenin tirevi, (2.6.24) — (2.6.27) denklemleri ¢6zulerek belirlenebilir.

2.6.3. Kaymadan Yuvarlanmah Bagil Hiz Denklemleri
(Konik Disli Cifti Denklemleri)

Eger &,, konisi, £, konisi Uzerinde, yeterli strtinme ya da ag¢ilmis disler sayesinde, kaymadan

(ab) = (ba)

yuvarlaniyorsa, Kisim 2.5'te de belirtildigi gibi, 7p,," Ve 74,

tiirevleri arasinda asagidaki
timlevcil olmayan iligki olusur.

Tapg) = ClabbOE0D) (2.6.30)

Daha once, (2.6.18) denklemiyle belirtildigi gibi, z,qq = hpq = sabit olarak almmustir. Buna
gore, (2.6.12), (2.6.13) ve (2.6.30) denklemlerinin bileskesi olarak asagidaki denklem elde edilir.

W8 Cang + W Capg = C@PPOT 0D (2.6.31)
Ote yandan, (2.6.27) denklemine gore,

—(ab) {abg + W(ab) Cavg = — ((ab, ba)w(ba) +& ~(ab) C(ab ba)—(ba) (2.6.32)
(2.6.31) ve (2.6.32) denklemleri karsilastirilinca gorildr ki,

a(ab) ¢ (ab, ba)—(ba) -0 (2.6.33)
(2.6.33) denklemi, (2.6.16) denklemi kullanilarak séyle de yazilabilir.

~(ab) —(ab) _

WappaWap = 0= wab ba X Wap = 0 (2.6.34)

(2.6.34) denklemi, @y, bagil agisal hiz vektdriiniin Wy, jeneratris vektoriyle hizalanmug
oldugunu gdstermektedir. Diger bir deyisle, Wqp pq VEKIOIl, wyy, gibi tek bir skalar parametreye
bagli olarak s0yle ifade edilebilir.

b —(ab
wab ba — wabuwab = wc(:ll; ga wabu\s‘?alz (2-6-35)

(2.6.35) denklemindeki 4,45, Simgesi, W, ile ayn1 yondeki birim vektorl gostermektedir. Yani,

a&fflz _(ab)/lw(ab)l - (ulfabq + u]nabq + uk)/Wab (2-6-36)
Burada,
Wab |W(ab)| = (fabq + nabq + 1)1/2 (2637)
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Ote yandan, (2.6.35), (2.6.36) ve (2.6.28) denklemlerine gore,

Papil + Ogpe™cPabT; + gy eTePabetifaryy,

= Wap (WUiSapq + UjNapg + Ux) (2.6.38)
Bu denklemdeki w,,;, soyle tanimlanmuistir.
Wap = Wap/Wap (2.6.39)

(2.6.38) denklemi soyle de yazilabilir.
Papllie + Oaplj + Yape™Oebty, = UpapsOap + Wi0ap + U (Pap + YapCOap)

R ~ Uk Pabii U Pabii
= wab(e kd)abuifabq + e k¢abujnabq + e k¢abuk)

= Wap Ui (EangCPab + NavgSPab) + Ui (MabqCPab — $abgSPan) + Ui] (2.6.40)
(2.6.40) denkleminden agisal eklem degiskenlerinin tiirevleri igin asagidaki ¢oztmler elde edilir.

Oap = 0o (MavgCPab — EangSPan) (2.6.41)

Yap = Wap CabgCPab + NabgSPan)/SOap (2.6.42)

Pab = Wgp ~ PapClap =

bap = Wop[5ap + (EabgCPab + NabgSPab)COapl/SOap (2.6.43)

Bu ¢ozumde tekillik sorunu yoktur, ¢tinki konilerin temas edebilmesi i¢in 8,;, > 0 olmalidir. Bu
gereklilik soyle gosterilebilir.

ab ba —t —(ba/ab —t A — —t 1 7 77 _
l_i( ) _’( ) _ utu( /ab) — ultcc(ab,ba)uk — u,ﬁeukd’abeulgabeukwabuk =

k k k%K
l—il({ab) _ﬁ’({ba) — ﬁ’l;eﬁj@abﬁk = Oy (2.6.44)

Bu denkleme gore, i, ile 1, * paralel olmadik¢a, 8,, = 0 olamaz.

Yukarida goriildigi gibi, kaymadan yuvarlanma durumunda, (2.6.41) — (2.6.43) denklemleri
nedeniyle, belirlenmesi gereken hiz parametresi sayist 9'dan 7'ye diismektedir. Bu hiz
parametreleri sunlardir.

{w:zb' .:1b: (.abq; éabq: 7'7abq; ébaq: 771901(1} (2-6-45)

Bu hiz parametrelerini belirlemek igin kullanilacak denklemler ise, sunlardir.

fabféabq + fabnﬁabq =0 (2.6.46)
C”(ab,ba)ﬂgza) + w&bﬁ;(zb)é(ab,ba)y(ba) =1, ‘égb) A ‘égb) (2.6.47)
—(ab)(abq n W(ab)fa — ((ab, ba)—(ba) (2.6.48)
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Dikkat edilirse, yukaridaki denklemlerin arasina, (2.6.24) ve (2.6.25) denklemlerinden yalnizca
biri alimmustir. Clnk{, kaymadan yuvarlanma hareketinde, bu denklemlerden biri digerinden elde
edilebilmektedir. Benzer durum, Kisim 2.5.3'te ayrintili olarak gosterilmistir.

Ayrica, (2.6.22) denklemiyle ifade edilen etkisizlik nedeniyle, (2.6.47) ve (2.6.48) denklemleri, 6
yerine 5 bagimsiz iliski igermektedir.

Dolayisiyla, yukarida listelenen 7 hiz parametresi i¢in 1 + 5 = 6 bagimsiz iliski bulunmaktadir.
Bu nedenle, kaymadan yuvarlanmali eklemin serbestlik derecesi, u,, = 1 olmaktadir.

2.6.4. Ornek: Dairesel Konik Disli Cifti

Eger konik disliler dairesel tabanli ise, f;; Ve f,, fonksiyonlari sdyle ifade edilirler.
fab(Xabq) Yabq) = §abq + Navg — Pap = 0 (2.6.49)
fra(Xbag» Ybaq) = f}?aq + Tllz;aq —Pha =0 (2.6.50)

Bu denklemlerdeki boyutsuz yaricap parametreleri (pgap, Pap), KOnilerin agiklik agilart (agp, @pg)
ile soyle iligkilidir.

Pap = tan(Qgp) , Ppa = tan(apa,) (2.6.51)
Bu disliler i¢in gradyan vektorleri, asagidaki dikeysira matrisleriyle temsil edilirler.

_(ab _ _ _

VCEZ ) = 2uifabq + 2ujnabq — 2y (Eébq + Tlébq) } -

—(b — — —

Vb(aa) = 2U;paq + 2UNpaqg — 20k (Efag + Nhag)

—(ab — — —

VOEZ ) = 2(uigabq + UiNabq — ukpéb) } (2 6 52)

—_(b _ _ — U

Vb(aa) = z(ui{:abq + UiNgpq — ukpga)

Bu arada, asagidaki tanimlarla, taban ¢emberi denklemleri kendiliginden saglanmais olur.

fabq = PabCPab » Nabg = PabSBab ; fbaq = PpaCPha Nbaq = PbaSPba (2.6.53)

Bu tanimlarla, gradyan ve jeneratris vektorleri, ilgili eksen takimlarinda soyle ifade edilirler.

_(ab _ _ _
Vég ) = 2005 (Wi CPap + Wi SBap — UkPab) } 2654
_(b _ _ _ 6.
Vlgaa) = 2ppa(UicPpa + ujS,Bba — Uk Pba)
chgb) = Pap(WiCPap + UjSPap) + Ux } 2.6.55)
Weo® = Ppa(@iCPra + WiSPpa) + T

Bu denklemlerin tlrevleri ise, soyledir.
~(ab . _ _ -~ (ab
VaEZ ) = 2papBap (WiCPap — UiSPap) = 2W§Z ) } 2.6.56)
~(b 5 _ _ ~ (b .0.
ylgaa) = zpbalgba(ujcﬁba — UiSPpa) = ZWIEaa)
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Ayrica, daire tabanli konik yiizeylerde, koni yukseklikleri (hy;, ile hy,) sabittir. Dolayisiyla,
{abq = hap/hpq = sabit ve Zabq = 0 olur. Bu o6zellik ve (2.6.56) denklemi kullanilirsa, (2.6.48)
denklemi su sekli alir.

7O g = Cl@DPOFOD (2.6.57)
(2.6.57) ve (2.6.10) denklemleri yerine konunca da, (2.6.47) denklemi su sekli alir.

1 ~(ab b sy —(ab b
Aabwab (EZ )Yég ) abY, ég ) = - (Aab + (abq)y(gg ) (2-6-58)

(2.6.58) denklemi, daha ayrintili olarak soyle yazilabilir.

14 1 ~(ab b 17 — — —
AapWapW, (EZ )Yég ) — 24apPap (UiCBap + UiSBap — UkPab)

= Z(Aélb + Cabq)pabgab (ajcﬁab - ﬂisﬁab) (2-6-59)
(2.6.54) ve (2.6.55) denklemleri ise, asagidaki agilimi saglar.

_ (ab) —(ab - - Y _ _
CSZ %Z ) = = 2ppalPap (UiCPap + UjSPap) + Uy ](UiCcPpa + UjSPpa — UkPba)

= 2ppa(Uj — UgPabSBap)Pra + 2Ppa(UkPabrCBap — Ui)SPpa

— 2P5 (Ui SPap — UjcBap) (2.6.60)
(2.6.59) ve (2.6.60) denklemlerinden asagidaki skalar denklemler elde edilir.

12p =0 = 1, = sabit (2.6.61)

Bap = Ayl (1 + p2)/ Qo + Cang) (2.6.62)

Benzer bir ifadeyi f3,, icin de elde etmek Uzere, (2.6.47) denklemi, A’, = 0 oldugu géz Gniine
alinarak ve (2.6.57) denklemi kullanilarak sOyle yazilabilir.

((ab, ba)y(ba) + ), W(ab)c(ab ba)y(ba) - ((ab, ba)ylgba)/(abq

Ay + Cabg)To® = ~Lapq@iap Wop 70 (2.6.63)
Ote yandan, (2.6.16) denklemine gére,

(ab)(ab — ((ab, ba)W(ba) — (baab)y (ab){abq V—V(ba) —

ba
chza) - _(ba)/{abq (2.6.64)
Bunun (zerine, (2.6.63) denklemi su sekli alir.
! b Vi ~ b —_ b
(A + Capg) Vi = —wip W 70 (2.6.65)

Karsilastirma amaciyla, (2.6.58) denklemi, 4., = 0 esitligi ile, yeniden soyle yazilabilir.

b ~ (ab b
Ao + San) Ty = Aap@lp Wy Top (2.6.66)
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Yukaridaki karsilagtirmaya gore, eger (2.6.66) ya da (2.6.58) denklemi, (2.6.62) denklemini

verirse; (2.6.65) denklemi de, asagidaki (2.6.67) denklemini verir.

.Bba = _w;b(l + pl%a)/@-:zb + (abq)

(2.6.62) ile (2.6.67) denklemleri ise, asagidaki bagil a¢isal hiz oranini Verir.

.Bab/.gba = &b(l + pgb)/(l + pl%a)

(2.6.67)

(2.6.68)

Bu arada, (2.6.10) ve (2.6.16) konum denklemleri, asagidaki ayrintili bi¢imlerde yazilabilir.

é(ab,ba));b(za)_ Y —(ab) —(ab)z _é(ab,ba)wlgza)

abYap =

PpaC@PPD (Ui Ppq + U;SPpa — UkPba)
= —AapPab(UiCcPap + UjSBap — UkPab)
[Pap (@icPap + UiSBap) + Uk]Sanq

= C@bbD[p, (U cPpa + UiSPpa) + Tk

(2.6.69)

(2.6.70)

Yukaridaki denklemlerin taraf tarafa yapilan i¢ ¢carpimlari, asagidaki sonuglar1 verir.

_(ba)t (b b)t b
b(aa) (a)—(l )27 (a)yég)

plga(pba +1) = (Aab)zpab (pab +1) =

A ab — Oab (pba/pab)\/(plga + 1)/(p2b +1) ; ogp = =1

—(ab)t—(ab)(za q)z _ ngl;a)tv—vlgléa) —

(pab + 1)((abq)2 (pba + 1) =

Cabq = \/(pba + 1)/(pc21b +1)
(2.6.71) ve (2.6.72) denklemlerine gore,

Aizb = Uab(abq(pba/pab)

Bunun Uzerine, (2.6.68) denklemi, yeniden soyle yazilabilir.

Bab/Bba = —[4q ’ p[(1+ pczlb)/(l + plzaa)]

Bab/Bba = [O_ab{abq (pba/pab)] [1/{abq] —Oab (pba/pab)/{abq

Bba/ﬁ.ab = —0yp (pab/pba)gabq

(2.6.71)

(2.6.72)

(2.6.73)

(2.6.74)

Ote yandan, hatirlanacagi iizere, {4pq = hgp/hpq. Ayrica, konilerin hg, ve hy, ylkseklik-

lerindeki yarigaplari, su ifadelerle belirlenir.

Tab = pabhab V€ Tphq = pbahba

Boylece, (2.6.74) denklemi, asagidaki alisilagelmis bigimi alir.

TvaPba = —OabTabBab

2.26

(2.6.75)

(2.6.76)
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