BOLUM 1
TEMEL KINEMATIK

1.1. Bir Noktanin Bir Eksen Takimina Gore Konumu

s

aga) ﬁga)

Sekil 1.1. Bir Noktanin Segilen Bir Eksen Takimina Gére Konumu

Uc boyutlu uzayda gézlemlenen herhangi bir P noktasinin konumu, geleneksel olarak, Sekil
1.1'de de goriildiigii gibi, uygunca segilen bir F, eksen takimina goére ifade edilir. F, eksen
takiminin orijini A ya da O, ile gosterilen noktayla temsil edilir. F, eksen takiminin yonelimi ile
eksenleri ise, asagida gosterilen temel vektor Gc¢lusi ile belirlenir.

U, = @, 7, 1} (1.1.1)

Genelde, F,, ortonormal ve sag el kuralina uyan ya da kisaca sag elli olan bir eksen takimi
olarak secilir. Bu 6zellikler asagida aciklanmustir.

F, eksen takiminin ortonormal olabilmesi icin temel vektorlerinin birbirine dik birim vektorler
olmasi gerekir. Bu 6zellik, asagidaki nokta ¢arpim denklemiyle ifade edilir.
1, i =] ise

S@ 5@ _ e
W =0y {0, i #j ise

} (1.1.2)

F, eksen takimmin sag el kuralina uyabilmesi i¢in de temel vektorlerinin asagidaki ¢apraz
¢arpim denklemlerini saglamas1 gerekir.

a@ xul® = ul®
i x 7 =@ (1.1.3)
i@ xul® = ul®

Gozlemlenen P noktasinin konumu, F, eksen takiminin orijinine gore AP konum vektoriyle
belirlenir. Bu vektor, asagidaki degisik bicimlerde gosterilebilir.

7:) = FP = FP/A = ?AP = E)) (114)

Burada, 6zellikle, 7,4 Ve 7yp gosterimlerini birbiriyle karistirmamak gerekir. Her ikisi de ayn1
vektorii gostermekle birlikte, 7,4 vektorl, P noktasinin A noktasina gére bagil konum vektord;
74p VeKtorl ise, A noktasindan P noktasina uzanan konum vektori olarak betimlenir.
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(1.1.4) denklemindeki 7 vektorl, F, eksen takiminda sdyle ¢ozimlenir ya da ¢oziistiiriiliir (yani
bilesenlerine ayristirilir).

F = 50O 4 O | @@ _ 33 g@ @ (115)

(1.1.5) denkleminde, rk(a), 7 vektoriniin F, eksen takimindaki k-yinci bileseni olarak soyle

tanimlanir.
r@ =7.g® (1.1.6)
Bu tanima gore, rk(a) bileseni, 7 vektorinin Ti,(ca) ekseni Uzerindeki izdiisiimii olmaktadir.

1.2. Bir Vektorin Bir Eksen Takimindaki Matris Gosterimi

-

Onceki kisimda oldugu gibi, herhangi bir 7 vektori, secilen bir F, eksen takiminda soyle
¢Oziistlriiliir.

7 = 1 Or@ 4 qOr@ 4 5@ (1.2.1)

(1.2.1) denklemindeki bilesenler, k = 1, 2, 3 i¢in soyle tanimlanmigtir.

r@ = p.z@ 1.2.2
k k

S6z konusu bilesenler kullanilarak asagidaki bigimlerde gosterilebilen bir dikey dizin ya da
dikeysira matrisi olusturulabilir.

(@

1

7@ = [F]@ = [7]]5, = Irz(a)\ (1.2.3)
7,3(a)

Yukarida olusturulan 7@ dikeysira matrisi, # vektoriniin F, eksen takimmindaki matris
gosterimi olarak tanimlanir.

Eger ilgilenilen tiim vektdrler icin ayni eksen takimi, 6rnegin F,, kullaniliyorsa, gosterim
kolayligi olsun diye, (a) {istyazit1 gizlenebilir ve asagidaki basitlestirilmis gosterimler
kullanilabilir.

(@)

TH Ny B
K ko Tk

I (1.2.4)

NOT: Vektorler ve dikeysira matrisleri, birbirlerinden farkli matematiksel niceliklerdir. Bir
vektor, herhangi bir eksen takimina bagl degildir. Oysa, bir vektorii belli bir eksen takiminda
temsil eden dikeysira matrisi, ister istemez, o eksen takimina baghdir. Diger bir deyisle, ayni
vektor, farkli eksen takimlarinda farkli dikeysira matrisleriyle temsil edilir. Yani,

[F]@ % [F]® = 7@ % 70 (1.2.5)

Bununla birlikte, ayn1 # vektdriinin F, ve F, eksen takimlarindaki farkli matris gosterimleri,
birbirleriyle €(@?) gibi bir doniisiim matrisi araciligiyla iliskilendirilebilirler. Soyle ki,

7@ — @@b)F(b) (1.2.6)

Doniistim matrisleri, ilerideki kisimlarda ayrintili olarak incelenecektir.
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1.3. Vektor Islemleri ile Matris Islemleri Arasindaki iliskiler

Bu kisimda g6z oniine alinan tim vektorlerin matris gosterimlerinin ayni F, eksen takiminda
olusturuldugu varsayilmistir. Dolayisiyla, 6nceki kisimda bahsedilen idistyazitsiz basitlestirilmig
gosterim kullanilmustir.

1.3.1. Nokta Carpim ya da Skalar Carpim
p ve g gibi iki vektoriin nokta ¢arpimi, F, eksen takimindaki bilesenleri cinsinden sdyle ifade
edilir.

S=pP 4 =p1q1 +P2q2 + P393 (1.3.1)

Ayni islem, ilgili vektorlerin F, eksen takimindaki matris gosterimleriyle sOyle de ifade
edilebilir.

s=[pP1 D2 D3] [QZ] =ptq (1.3.2)

Nokta carpimda ¢arpanlarin yeri degistirilebildigi i¢in ayn1 sonug asagidaki dort degisik bigimde
ifade edilebilir.

!

=p-4=q4-p=p'q= 6_125 (1.3.3)
Buarada, p* = [P1 P2 P3]veq‘=[91 Qqz2 4s], P ve g vektorlerinin F, eksen takimindaki
yataysira matris gosterimleri olarak adlandirilir.
1.3.2. Capraz Carpim ya da Vektorel Carpim
p ve g gibi iki vektoriin capraz ¢arpimi, yeni bir 7 vektorii verir. Soyle ki,

T=pX( (1.3.4)

lgili vektorlerin F, eksen takimindaki bilesenleri kullamlarak (1.3.4) vektor denkleminden yola
cikilarak asagidaki denklemler yazilabilir.

U, U, Us
7= Tilrl + ﬁzrz + ﬁ3T3 =det|p; p, p3| =
91 42 (3

7 = Uy (P2q3 — P3q2) + U (P31 — P193) + Us(P1q2 — P2q1) =
&1 P243 — P3q>
2| = |P391 — P193 (1.3.5)
P192 — P2q1

Goriildiigii gibi, yukaridaki matris denkleminde, p ve ¢ vektorlerinin bilesenleri i¢ ice ge¢mis
durumdadir. Bu girift ifadeyi netlestirmek ve bilesenleri iki ayr1 matrise yerlestirmek amaciyla,
asagida gosterilen bigimde bir faktorizasyon (¢arpanlara ayirma) islemi yapilabilir.

_Ps pP21[41
s 7 3
0 1193
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(1.3.5) denklemi, derlesik olarak kisaca soyle de yazilabilir.
T =pq (1.3.6)
Yukaridaki p (p-tilde) simgesi, p dikeysira matrisinden turetilen antisimetrik kare matrisi

gOstermektedir. Bu matris, ¢capraz ¢arpim matrisi olarak da adlandirilir ve asagida gosterilen
bicimde "asm" (antisimetrik matris tlretme) isleci kullanilarak olusturulur.

P1 0 -p3 p2
p= [PZI = p=am@P)=| ps 0 —P1] (1.3.7)
P3 -2 p1 0
1.3.3. Capraz Carpim Matrislerinin Tipik Ozellikleri
Capraz carpim matrislerinin bazi 6nde gelen 6zellikleri asagida gosterilmistir.
det(p) = 0 (1.3.8)
pp=0, p'p=0° (1.3.9)
pq =qp' - @pI (1.3.10)
p* =pp' — (PP (1.3.12)
asm(pq) = pd — 4p = qp° — P’ (1.3.12)
asm(Rp) = RPpR* (1.3.13)

NOT: (1.3.10) ve (1.3.12) denklemlerindeki garpanlarin siralanmalarina dikkat edilmelidir.

Yukaridaki denklemlerde, [ simgesi birim matrisi gostermektedir. Yani,

1 00

I=lo 1 0 (1.3.14)
0 0 1

R matrisi ise, ortonormal ve determinanti bir olan bir dénme matrisini géstermektedir. Yani,
RER=RRt' =1 ve det(R) =1 (1.3.15)

Eger 7 bir birim vektor ise, yani aita = 1 ise,
iz =nant -1 (1.3.16)
3= —# (1.3.17)

M qgibi herhangi bir 3 x 3 boyutlu kare matris, asagida goriildiigii gibi, dikeysiralarina
ayristirilarak ifade edilebilir.

~

Bu durumda, M matrisinin determinanti sOyle elde edilebilir.

det(M) = mim,m; = mimym, = msii,m, (1.3.19)
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Ornek 1.3.1:
Asagidaki ti¢lii vektorel carpimlarin agilimlarini elde ediniz.
p=1uUX(VXW) (1.3.20)
g=@@UXD)XW (1.3.21)
(1.3.20) denkleminin secilen F, eksen takimindaki matris karsilig1 syledir.
p = u(vw) (1.3.22)

Matris ¢arpimi da, capraz carpim gibi, yer degistirmeli (commutative) degildir. Fakat, capraz
carpimdan farkli olarak birlesmeli (associative) bir islemdir. Bu nedenle, (1.3.22) denklemindeki
parantezlerin 6nemi yoktur. Dolayistyla, (1.3.22) denklemi soyle de yazilabilir.

p = (Uv)w (1.3.23)
Ote yandan, (1.3.10) denklemine gore,

v = vut — (vtu)l (1.3.24)
Boylece, (1.3.23) denklemi su sekli alir.

p = [vut — (W) w = vutw — (PW)w = (@w)v — (Tu)w (1.3.25)
(1.3.25) sayili matris denklemi ise, asagidaki vektor denkleminin karsiligidir.

p=@ - wW)yw— U -v)w (1.3.26)

(1.3.21) denklemine gelince, capraz carpimin siralama degistirme Ozelligi kullanilarak, bu
denklem soyle de yazilabilir

g=-WXUXV)=—-WX(-UXU) =wX (¥ X1U) (1.3.27)

Simdi, (1.3.20) ve (1.3.26) denklemleri 6rnek alinarak, asagidaki a¢ilim dogrudan dogruya
yazilabilir.

g=W-)v—Ww-v)u (1.3.28)
Ornek 1.3.2:
Asagidaki denklemi x4, x,, x3 bilinmeyenleri igin ¢dzlnuz.

A X1 + Ayxy + Azx3 =y (1.3.30)
C6zUm igin vektdrel carpim isleminin asagidaki 6zellikleri kullanilabilir.

PXxB=0 = D5 =0 (1.3.31)

D-@BxU)=0, 3-UXP)=0 = v'ou=0, o av =0 (1.3.32)
Bu 0zelliklerin (1.3.30) denklemine uygulanmasiyla, ¢6ziim asagidaki ifadelerle elde edilir.

x; = (@383y)/(a3d5a)

x, = (asd,y)/( asa, a,) (1.3.33)

x3 = (a18,Y)/(a1d,a3)
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1.4. Bir Vektoriin Bir Eksen Etrafinda Donmesi

1.4.1. Rodrigues Formulu ve Dénme Matrisi

n

—_———

~_N—

Sekil 1.2. Bir vektoriin bir eksen etrafinda donmesi

Sekil 1.2'de bir p vektorlinin bir 7 vektoriine donmesi goriilmektedir. Dénme agis1 6 ile, dénme
eksenini temsil eden birim vektor ise 7 ile gosterilmistir. p vektorl, 7 vektoriine donerken konik
bir yuzey uUzerinde hareket eder. Bu donmenin s6z konusu koninin tabanindaki izdiistim
gorintisd, Sekil 1.2'nin saginda gosterilmistir. Bu donmenin sonucu olan # vektord, Sekil 1.2
g0z Oniine alinarak asagida yazilan denklem dizisi sonunda ortaya ¢ikar.

p=0A=0D+DA=35+p =

Sekil 1.2'nin sagindaki goriintiiye gore,
DB =DAcos6 +DCsinf =

7' =p'cosf + ¢'sin6

(1.4.1)

(1.4.2)
(1.4.3)

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.5) denklemi, (1.4.1) — (1.4.4) denklemleriyle birlikte asagidaki denklemlere yol agar.

r—S=({@—-5)cosf+ (N Xp)sinf =

pcosf + (M xp)sinh +5(1 —cosh) =

i
Il

T

1.6

pcosO + (M xp)sinh +n(n-p)(1 — cosb)

(1.4.6)
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(1.4.6) denklemi, donme sonucunda ortaya ¢ikan 7 vektoriini vermektedir. Bu denklem,
Rodrigues denklemi olarak da bilinir. Rodrigues denklemi, secilen bir F, eksen takiminda, (a)
uistyazitlar gizlenerek, asagidaki matris denklemi bi¢iminde de yazilabilir.

7 =pcosB + (fip) sin O + n(7A'p)(1 — cos 6) (1.4.7)
(1.4.7) denklemi, p bir garpan olarak ayrilip soyle de yazilabilir.

7 =Rp (1.4.8)
(1.4.8) denklemindeki R matrisi, "donme matrisi" olarak soyle tanimlanr.

R=R(n,0) =1cos@ +fisinf + nn*(1 — cos H) (1.4.9)
Bu arada, 7 bir birim vektdr oldugu i¢in, yani '@ = 1 oldugu i¢in, (1.3.16) denklemine gore,

i =ant—1 = ant =A?+1 (1.4.10)
Boylece, R matrisi, daha kisa bir bigimde, soyle de ifade edilebilir.

R=R(#,0)=1+1isin@ + A%(1 — cos h) (1.4.11)

R matrisi igin Taylor serisi agilimlarindan yararlanarak ¢ok daha derlesik bir ifade elde edilebilir.
Bu amacla, (1.4.11) denklemi, sin@ ve cos @ islevlerinin Taylor serisi agilimlar1 kullanilarak
sOyle yazilabilir.

R=T+7(0-26%+2065—207+-)
~ 1 1 1 1
+ 72 (5492 — -0t +265——0% + ) (1.4.12)

Ote yandan, (1.3.16) ve (1.3.17) denklemlerine gére, i matrisinin cesitli dereceden kuvvetleri
yalmzca 7i ya da 7i% cinsinden ifade edilebilir. Soyle ki,

55 =72, 77 = —#, .. (1.4.13)

s =—-f, At = -7% A
(1.4.12) ve (1.4.13) denklemleri birlestirilince, R i¢in asagidaki Taylor serisi agilim1 ortaya cikar.

s 1, 1, 1,

R=1+76+ Z(n@)2 + §(n6)3 + Z(n0)4 + - (1.4.14)

Dikkat edilirse, (1.4.14) denklemindeki agilim, (716) kare matrisi i¢in yazilmis olsa da, x gibi bir
skalar i¢in yazilmis olan asagidaki iistel islevin Taylor serisi agilimiyla aymidir.

eX =14+ x+4x2 423+ (1.4.15)
2! 3! 4!

Boylece, (1.4.15) denklemine dayanarak, R matrisi icin de asagidaki son derece derlesik istel
islev ifadesi elde edilmis olur.

R=R(#0)=e™ (1.4.16)
Yukaridaki ifade yalnizca derlesik olmayip aym1 zamanda donme ekseni ile donme acisin1 da

acik olarak gdstermesi nedeniyle olduk¢a kullanishidir. Bu bicimde ifade edildiginde, R icin
kisaca Ustel donme matrisi deyimi kullanilabilir.
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1.4.2. Temel Dikeysira Matrisleri ve Temel DOnme Matrisleri

Temel dikeysira matrisleri, bir ti¢lii grup olusturmak iizere soyle tanimlanirlar.

1 0 0
U = H , Uy = H , U3 = H (1.4.17)
0 0 1

Temel dikeysira matrisleri, ii¢ boyutlu dikeysira matris uzayinin temelini olustururlar. Oyle ki, ¢
gibi herhangi bir dikeysira matrisi, li¢ temel dikeysira matrisinin dogrusal bilesimi olarak asagida
gosterilen bicimde ifade edilebilir.

1 0 0 €1
Cc = Clﬁl + Cz'l_lz + C3'l_l3 =0 o+ Cy 11+ C3 ol =|¢2 (1418)
0 0 1 C3

Temel dikeysira matrisleri, ayn1 zamanda, F, gibi bir eksen takiminin temel birim vektorlerinin
yine F, icinde ifade edilen matris gosterimleridir. Soyle ki, k = 1, 2, 3 igin,

%, =2 = @M@ = @] (1.4.19)

Fa

Eger donme islemi, secilen bir F, eksen takiminin eksenlerinden biri, 6rnegin ﬁ,(ca) ekseni,

etrafinda yapiliyorsa, donme ekseni birim vektorii, 7 = ﬁ,ga) olur. Bu durumda, 7 vektorinin F,
eksen takimindaki matris gosterimi, asagida gortildiigii gibi, k-yinci temel dikeysira matrisi olur.

i=a® =g =g, (1.4.20)

Ayni eksen etrafinda belli bir 8 agisiyla donmeyi saglayan matris ise, k-yinci temel doénme
matrisi olarak asagidaki denklemle tanimlanir.

R, = R, (6) = R(diy, 0) = e™® (1.4.21)

Birbirine dik {i¢ eksen etrafindaki i¢ temel donme matrisinin (1.4.9) denklemi kullanilarak elde
edilen ayrintili ifadeleri asagida gosterilmistir.

(1 0 0
Ri(¢) =e"? = [0 cos¢ —sin ¢>] (1.4.22)
[0 sing cos ¢
R B [ cos@ 0 sinf
R,(0) = e2f = 0 1 0 (1.4.23)
|—sinf 0 cos@
~ ~ [cosy —siny 0
R;(¥) =e™¥ =|siny  cosy 0] (1.4.24)
0 0 1

1.4.3. Donme Matrislerinin Tipik Ozellikleri

Donme matrislerinin bazi 6nde gelen 6zelliklerini yansitan esitlikler ve esitsizlikler asagida
siralanmustir.

- Bir donme matrisinin en karakteristik 6zelligi:

det(e™) = +1 (1.4.25)
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- Ters donme esitlikleri:

(e™0)1 = (eM0)t = ¢~M0 = T(=0) = o(-7)F (1.4.26)
- Donme ekseni tizerinde islevsizlik esitlikleri:
en=n, nte™ =n' (1.4.27)
- Yer degistirme (komutatif olma) esitligi ve bu esitligi izleyen esitsizlik:

e™fi = fie™ = i (1.4.28)
- Paralel eksenli donme esitlikleri:

o0 oM — ofip 70 — ,A(0+) (1.4.29)
- Aykir1 eksenli donme esitsizlikleri:

eM0eMd o oMbl o o(O+MiP) (1.4.30)

- Aciya gore tlirev alma esitlikleri:

9(e™0) /00 = e™7i = fie™? (1.4.31)
- Ekstra donme esitlikleri:

e™M0+9m/2) = 57ie™0 4 nnt (ekstra geyrek tur dsnme) (1.4.32)

eM0+om) — o0 4 27nt  (ekstra yarmm tur dsnme) (1.4.33)

e (0+20m) — M0 (ekstra tam tur dénme) (1.4.34)

Yukaridaki formiillerde, ¢ = +1, donme yOniinii gosteren isaret degiskenidir.
Temel donme ve temel dikeysira matrisleri ise, asagidaki 6zellikleri paylasirlar.

- Dénme ekseni tizerinde islevsizlik:

e Oy, =1, , ule™d =gt (1.4.35)
- Acilim esitlikleri:

e%i%u; = u; cos O + 7y sin 6 ; ny; = W = 4; X U (diiz agilim) (1.4.36)

ufe™® = 7 cos 6 + 71; sin 0 ; Ay = Wil = @ X U; (devrik agilim) (1.4.37)
- Kaydirma esitlikleri:

elin/2eWi0 = b e™im/2 ; ;. = w;u; (i # j icin 90°lik kaydirma) (1.4.38)

eTime®j® = ¢~ U0™m (i «# jicin 180°lik kaydirma) (1.4.39)

eW™/2Wk0 = ok oim/2 = oW(9+7/2) (paralel eksenli 90°lik kaydirma)  (1.4.40)
e elkd = otkb kT — oWk(0+T) (paralel eksenli 180°lik kaydirma) (1.4.41)
- Birbirine dik farkli eksenler etrafinda ti¢ yarim dénme:

elimeUmee™ = [+ j = j#k 1.4.42
]

19 M. K. Ozgoren



Ornek 1.4.1:

Bu ornek, F, gibi bir eksen takiminda gézlemlenen bir désnme islemi hakkindadir. iki adimli bu
donme islemi, sematik olarak asagida gdsterilmistir.

L (a) donme[@”, 6]  donme[is?, y]

p=1u q 7 (1.4.43)

Bu islem sonucunda ortaya ¢ikan vektorleri belirlemek amaciyla, ilgili vektorlerin F, eksen
takimindaki tistyazitsiz matris gosterimleri kullanilarak dénme isleminin iki adimi i¢in asagidaki
denklemler yazilabilir.

g = R,(0)p = e™2f(u1;) = e™%%, (1.4.44)
7= Ry()g = e™¥(e™%y) = (e™Ve™%)u, (1.4.45)

Kisim 1.4.3'teki ag¢ilim esitligi kullanilarak (1.4.44) ve (1.4.45) denklemleri tizerinde asagidaki
islemler yapilabilir.

g =e%0%%, =1, cosf — Uiz sin6 (1.4.46)
7 = e®Y¥ (T, cos @ — Ti3sinB) = (e™¥%;) cos § — (e™¥%;) sinf =

7 = (U; cosyP + U, sin) cosf — Uz sinf =

T = Uy cosy cos O + U, sinp cos @ — i3 sin O (1.4.47)

(1.4.46) ve (1.4.47) matris denklemlerinde, § = @, 7 = 7@, ve k = 1,2,3 igin &, = a/®
oldugu goz Oniine alinarak s0z konusu denklemlere karsilik gelen vektor denklemleri soyle
yazilabilir.

q= ﬁia) cosf) — ﬁga) sin (1.4.48)
7= ﬁga) cos cosf + ﬁga) siny cos 6 — Tiga) sin @ (1.4.49)
Ornek 1.4.2:

Bu 6rnek, Ornek 1'deki donme sirasinin, asagida gosterildigi gibi, tersine cevrilmesi hakkindadir.

L @ donmefdl?, ] | donme[a”, 6]

p=1u, q 7' (1.4.50)

Bu Ornegin amaci, aykiri (paralel olmayan) eksenler etrafinda pespese yapilan uzaysal
donmelerde, donme siras1 degisince sonucun da degisecegini gostermektir.

NOT: Pespese yapilan diizlemsel donmelerde ise, diizleme dik olan donme ekseni hep ayni kalir.
Bu nedenle, diizlemsel dénmelerde donme sirasinin 6nemi yoktur. Sonug degismez.

!

(1.4.50)'deki donme siralamasina gore, ¢’ ve 7' vektorlerinin F, eksen takimindaki matris

gosterimleri sdyle olur.
7 = R;(¥)p = e®¥(u1;) = e¥¥i1; = 11, cosp + i, siny (1.4.51)
= Ry(0)7 = e (e™Vy) = (e™%e™ V), =
7 = e™9 (1, cosy + i, siny) =

7' = (e®%11;) cosyp + (e®20%,) siny =
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7' = (y cos @ — Uz sinf) cosy + U, siny =

7' = 1y cos B cos P + U, sin — 15 sin O cos P (1.4.52)
(1.4.51) ve (1.4.52) matris denklemlerine karsilik gelen vektor denklemleri ise soyledir.

§' =i cosyp + ul? sinyp (1.4.53)

7 =1 cos 6 cosy + UM siny — ©? sin 6 cos P (1.4.54)

Goriildiigii gibi, ¢’ ve 7' sonuglari, 6nceki g Ve 7 sonuglarindan oldukga farklidir.

1.5. Donme Ac¢isinin ve Ekseninin Bulunmasi

Euler-Chasles teoremine gore, degisik eksenler etrafinda degisik acilarla pespese yapilan birden
cok sayidaki donmenin sonucu, belli bir eksen etrafinda belli bir agiyla yapilan tek bir donmeyle
saglanabilir. Bu ac1 ve eksenin nasil bulunacagi asagida aciklanmistir.

Sayis1 m olan gesitli dsnmelerin sonucunda ortaya ¢ikan R matrisi, soyle ifade edilebilir.
R = R,R,R; -+ R,, = e™01M2020M305 ... ofimOm (1.5.1)

Sonugta ortaya ¢ikan bilesik R matrisi ise, esdegerli tek bir dsnme matrisi olarak soyle de ifade

edilebilir.
R=¢em" =Tcosf +7isin@ + nn‘(1 — cos ) (1.5.2)

Esdegerli tek donmeye ait 6 agisini ve bu donmenin eksenini temsil eden 7 birim vektérinin
bilesenlerini bulmak Uzere, (1.5.2) denklemi, daha agik olarak soyle de yazilabilir.

~ [T11 T12 713 1 0 O 0 —nz Ny
R=|T21 T2 T23=]|0 1 O0|cosf+| ns 0 —n,|sin @
731 T32 733 0 0 1 -n, Ny 0

[ n% nin, ning
+|n,n;,  ni nyng| (1 —cosh) (1.5.3)
11311 N3N, ”g

(1.5.3) matris denkleminden asagidaki skalar denklem gruplari elde edilir.

111 = cos @ + n?(1 — cos 6)
T3, = c0s @ + nZ(1 — cos H) (1.5.4)
33 = cos 8 + n3(1 — cos B)

T2 = —nzsin @ + nyn,(1 — cosH)
Ty3 = —ny sin 6 + n,n;(1 — cos @) (1.5.5)
r31 = —MN, sin @ + nzny (1 — cos @)

721 = N3 sin 6 + nyn,(1 — cos B)
T3, = Ny sin @ + nyn3(1 — cos ) (1.5.6)
713 = Ny sin 6 + nzn (1 — cos 6)

Oncelikle 8 agis1, (1.5.4) denklem grubundan, |7i] = 1 oldugu goz oniine alinarak, asagidaki
islemler yoluyla bulunur.
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711 + 7o + 733 = 3cosO + (n? + n3 + n3)(1 —cosf) =
T11 + 1o + 133 =3cosO + (1)(1 —cosO) =

T4+ 7oy + 133 =2cosf0+1 =

cos =& =(ry1+1ryy+1r33—1)/2 (1.5.7)
sinf =n=o0\1—-¢?; 0 =+%1 (1.5.8)
0 = atan,(n, &) = atan,(g/1 — é2,&) = gatan, (/1 — é2,§) (1.5.9)

Yukaridaki ¢oziimde, 0 = +1, degeri keyfi olarak segilebilecek bir isaret degiskenidir.

Coziimde kullanilan atan,(n, ) ise, cift degiskenli arktanjant islevidir. Coziimde 6zellikle bu
islevin kullanilmasinin nedeni, 8 agisin1 {—m < 6 < m} araliginda tek bir degerle vermesidir. Bu
islevi tamimlayan Ozdeslik ve bu islevin bazi ozellikleri ile verdigi ac¢i degerleri asagida
gosterilmistir.

6 = atan,(rsinf,rcosf); r >0 (1.5.10)

atan (-, §) = —atan, (1, £) (15.11)

atan,(n, —¢) # —atan,(n,§) (dikkat!) (1.5.12)

atan,(n, —§¢) = [r — atan,(n, §)]sgn(n) (1.5.13)
Eger £ # 0 ve n # 0 ise, once asagidaki temel (minimal) ag1 bulunur.

6° = atan,(In|, 1¢]) = tan~(In/¢I) (1.5.14)

Bu temel agiya bagli olarak 6 = atan, (7, ) agis1 sdyle belirlenir.

E>0,n>0=60=6°
E<0,n>0=>60=n-6°
(<0, 1<0=>60=06°—-nm
E>0,1<0=60=-6°

(1.5.15)

Eger ¢ ve n degiskenlerinden biri ya da her ikisi birden sifirsa, asagidaki 6zel durumlar ortaya
cikar.

E=0,1+0= 0= (r/2)sgn(n)
E>0,n=0=60=0
E<0,n=0=>0=4+m
E=0,n=0=0=7

(1.5.16)

Goriildiigt gibi, £ < 0 ve n = 0 olan 6zel durumda, 8 agisinda bir isaret belirsizligi ortaya ¢ikar.
Bunun da 6tesinde, ¢ =n = 0 olan ¢ok 0zel durumda, atan,(n,§) islevi tekillesir. Bu Ozel
durumda ise, 6 agis1 tiimiiyle belirsizlesir.

Tekrar esas konuya donilecek olursa, 8 acis1 bulunduktan sonra, donme eksenini temsil eden 71
birim vektoriiniin bilesenleri, asagida agiklanan bigimlerde bulunur.
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(@) sin @ # 0 olma durumu:

Bu durumda, (1.5.5) ve (1.5.6) denklem gruplan birlikte kullanilarak 7 vektdriiniin bilesenleri
sOyle bulunur.

Ny = (132 —123)/(2sin0) = (133 — 123)/(24/1 — §?)
Ny = (113 —131)/(2sin6) = o(r13 —131)/(2/1 — §?) (1.5.17)
ng = (ry1 — 112)/(2sin0) = o(ry1 —112) /(21— &)

(1.5.9) ve (1.5.17) denklemlerinden isaret degiskeni o hakkinda su sonuglar ¢ikartilabilir.

c=+1=0ven

oc=-1> 9’ = —0 ve ﬁ’ = -7 } (1518)
Fakat, yukaridaki iki ¢6ziim tamamen esdegerlidir, ¢iinkii

en? = emCD (1.5.19)

Dolayisiyla, genelligi bozmaksizin, ¢ = +1 degeri segilebilir.
(b) sin 8 = 0 olma durumu:
Bu durumun asagida agiklanan iki bigimi vardir.

Birinci durumda, ya hi¢ donme olmamustir (6 = 0), ya da tam tur donme (6 = +2m) olmustur.
Her iki durumda da, 7t eksen vektorii ne olursa olsun, R = I olur. Dolayisiyla, 71 belirlenemez.

Ikinci durumda ise, yarim tur dénme (6 = +m) olmustur. Bu durumda, 7 belirlenebilir. Ancak,
hala sin & = 0 oldugu i¢in (1.5.17) denklem grubu bu amagla kullanilamaz. Bu amagla, (1.5.4),
(1.5.5) ve (1.5.6) denklem gruplarmin 6 = +m i¢in asagidaki indirgenmis bigimleri
kullanilabilir.

1 = 271% -1

T33 = 271?2) -1

T2 = T21 = 2myn,

T3 =132 = 2n2n3 (1521)
31 = T3 = 2n3ny

(1.5.20) denklem grubu, 71 vektoriiniin bilesenlerini, ti¢ farkl isaret degiskeniyle, sdyle verir.

nlzal\/m; o = %1
n, = oy [(1 +132)/2; 0, = 1 (1.5.22)
n3=03\/m; o3 =1
Fakat, bu arada, (1.5.21) denklem grubu da saglanmalidir. Bu kosul, asagidaki isaret degiskeni
iliskilerine yol agar.

0,0, = sgn(ry3)
0,03 = sgn(ry3) (1.5.23)
0301 = sgn(7sy)

1.13 M. K. Ozgoren



Eger 1 vektoriiniin bilesenlerinden hig biri sifir degilse, (1.5.23) denkleminin isaret degiskenleri
icin ¢dzumd, ¢’ gibi tek bir isaret degiskenine bagli olarak soyle elde edilir.

0y = 0'sgn(ry3)

0, = 0'sgn(ryy) ¢; o' =+1 (1.5.24)

03 = 0'sgn(r2)
Eger 7 vektoriiniin bilesenlerinden yalnizca biri sifirsa, 6rnegin n; = 0 ise, (1.5.23) denklem

grubunda kullanilabilecek bir tek denklem kalir, onun da o; ve o, isaret degiskenleri igin
¢Oziimii soyle olur.

010, = Sgn(rlz) = 01 = OJ y, Oy = O-,Sgn(rlz) ; OJ = il (1525)

Eger 7 vektoriiniin bilesenlerinden ikisi birden sifirsa, ornegin n, =n, = 0 ise, (1.5.23)
denklem grubunda kullanilabilecek denklem kalmaz. Fakat, geriye kalan tek bilesen (n3), 7
birim vektor oldugu igin, herhangi bir denkleme ihtiyag kalmadan s6yle bulunur.

ns =0 =+1 (15.26)
Goriildigi gibi, 8 = tm iken de, 71 vektoriniin bilegenleri, tek bir isaret degiskenine (¢’ = +1)

bagl olarak bulunmustur. Bu isaret degisken icin de, genelligi bozmaksizin, ¢’ = +1 degeri
secilebilir. Cunkd,

e = MM = (AT = (=A)(=T) (1.5.27)
Ornek 1.5.1:
Ornek 1.4.1'deki iki adimli dénme semasi asagida tekrar gosterilmistir.

5= donme[@l®, 6] ; donme[@S?, ] 2 (15.28)

Animsanacagi tizere, p vektorinl 7 vektoriine dondiiren toplam donme matrisi soyle elde
edilmisti.

R = R;(Y)R,(0) = e%s¥e®2f (1.5.29)
Simdiki 6rnek i¢in déonme acilari, Y = 60° ve 6 = 45° olarak veriliyor. Bu durumda, toplam

donmeyi tek adimda gergeklestiren ¢ agisi ile donme eksenini belirten 7 birim vektorinin F,
eksen takimindaki bilesenleri asagida gosterilen bigimde bulunur.

cp —syY 0][cOd 0 sO
R=|sy cy 0” 0 1 0] =
Lo 0 1ll-s6 0 co
0.5 —0.866 0][0.707 0 0.707
R=10866 0.5 0” 0 1 0 ]:>
0 0 111-0.707 0 0.707
10.3535 —0.866 0.3535
R=10.6123 05 0.6123]=eﬁ¢ (1.5.30)
|—0.707 0 0.707
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Once, (1.5.7) — (1.5.9) denklemleri ve ¢ = +1 degeri kullanilarak ¢ agis1 bulunur.
cos¢ = (0.3535+ 0.5+ 0.707 — 1)/2 = 0.2803 =
sing = /1 —(0.2803)2 = 0.9599 =
¢ = atan,(0.9599,0.2803) = 73.72° (1.5.31)

Daha sonra, sin ¢ # 0 olduguna gore, (1.5.17) denklem grubu kullanilarak 7 eksen vektori, F,
eksen takimindaki bilesenleri ile birlikte bulunur.

n, = (0 —0.6123)/1.9198 = —0.3189
n, = (0.3535 + 0.707)/1.9198 = 0.5524 =
ns = (0.6123 + 0.866)/1.9198 = 0.7700

i = —{*(0.3189) + 1.V (0.5524) + @Y (0.7700) (1.5.32)
1.6. Bir Vektoriin Degisik Eksen Takimlarindaki Matris Gosterimleri ve Eksen Takimlari

Arasindaki Doniisiim Matrisleri

Herhangi bir 7 vektori, F, ve F,, gibi iki farkli eksen takiminda ¢oziistiiriilebilir. Soyle ki,

P o GO | @@ | @@ _ g®,®) | g® o) g® e (g6

(1.6.1) denklemindeki bilesenler, k = 1, 2, 3 i¢in sdyle tanimlanmustir.

r@=7.g@ O =p.g® (16.2)
S6z konusu bilesenler kullanilarak asagidaki dikeysira matrisleri olusturulabilir.
_rl(a)_
f(a) = [F](a) = [?]lTa = ‘r'z(a) (1.6.3)
(]
_rl(b)_

7® = [F]® = [7]|5, = rz(b) (1.6.4)
)

Yukaridaki 7#(® ve #®) dikeysira matrisleri, ayn1 # vektoriinin F, ve F,, eksen takiminlarindaki
matris gosterimleridir. Eger F, ve F,, cakisik ya da es yonlii paralel degillerse, 7@ ve #®), iki
farkli dikeysira matrisi olarak ortaya ¢ikar. Yani, genelde,

7@ =% 7(b) (1.6.5)

Bununla birlikte, 7@ ve #®) arasinda, ayn1 7 vektoriinii temsil ettikleri igin, bir iliski vardir. Bu
iliski, soyle ifade edilebilir.

7@ = ¢(@b)yd) (1.6.6)
(1.6.6) denkleminde gorillen C@?), bilesen déniisiim matrisi, ya da kisaca, doniisiim matrisi

olarak adlandirilir. Aym denkleme gore, C(®P) matrisi, # vektoriinin F, eksen takimindaki
bilesenlerini F, eksen takimindaki bilesenlerine doniistiirmektedir.
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Ote yandan, (1.6.6) denklemi, a ile b simgelerinin yerdegisimiyle, sdyle de yazilabilir.

F0) = (LOF@ = F@ = [(bA]-1FD) (1.6.7)
(1.6.6) ve (1.6.7) denklemleri karsilastirilinca, su sonuca varilir.

(D1 = (@h) o [¢@h]1= ¢k (1.6.8)
Doniisiim matrisinin bir diger onemli 6zelligi de asagida gosterilmistir.

Normal olarak, belli bir kinematik inceleme siirecinde goéz Oniine alinan eksen takimlarinin
tiimiiniin eksenlerinde ayn1 6lgek kullanilir. Buna gore, gézlemlenen # vektoriiniin bilyiikligii
tim eksen takimlarinda aym goriiniir. Bu olgu, 7 vektoriiniin F, ve F, eksen takimlarindaki
matris gosterimleri i¢in sOyle ifade edilir.

r?=|71? =7 7 = F @@ = F0tFD) (1.6.9)
(1.6.9) denklemi, (1.6.6) denklemi kullanilarak soyle yazilabilir.
[C@D)FBE[E@hF®)] = 7B @bt F@b)]F(d) = F®)tFD) (1.6.10)

(1.6.10) denkleminden su sonug ¢ikar.

C@MC@h) = | = (@t = [(ab]1 (16.11)
(1.6.11) ve (1.6.8) denklemlerinden ¢ikan sonug ise asagidaki dzelliktir.

Ca) = [C@b)]~1 = ((ab)t (1.6.12)
Goriildigii gibi, €(@P) matrisinin tersi, devrigine (transpozuna) esittir. Diger bir deyisle, @
ortonormal bir matristir.

1.7. Doniisiim Matrisinin Temel Birim Vektorler Cinsinden ifade Edilmesi

Fp eksen takimimin temel birim vektorleri, k = 1,2,3 icin, F, eksen takiminda asagidaki
dikeysira matrisleri bi¢giminde gosterilebilir.

7P/ = [GP@ = c@b) P ®) = ¢@ny®/P) — p@by, (1.7.1)

(1.7.1) denklemindeki 1, artcarpani, ¢arpilan matrisin k-yinci dikeysirasini seg¢ip alir. Buna
gore, ﬁ,((b/ e) dikeysira matrisi, € (*?) kare matrisinin k-yinci dikeysirasini olusturur. Dolayisiyla,
C(@b) matrisi, asagidaki dikey sira ayrintisiyla ifade edilebilir.

A(ab) _ [~(b _(b _(b

(@b = [g/a)  gla)  g®/a)] (172)

Ote yandan, (1.7.1) denkleminden, a ve b indislerinin yeri degistirilerek ve (1.6.12) denklemi
kullanilarak su iligkiler elde edilir.

ﬁ;(ca/b) = (bag, = ﬁl(ca/b)f = gt CODt = gt ¢ab) (1.7.3)

(1.7.3) denklemindeki i}, &ngarpani ise, carpilan matrisin k-yinci yataysirasini segip alir. Buna
gore, (1.7.3) denkleminden su sonug ¢ikar.
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_L_lia/b)t
clab) = |g{o/Pr (1.7.4)
_L_lga/b)t
NOT-1: (1.7.4) denklemindeki yataysira matrislerinin styazitlar1 ile (1.7.2) denklemindeki

dikeysira matrislerinin {listyazitlar1 arasindaki fark, gézden kagirilmamalidir.

NOT-2: (1.7.2) denkleminden goriildiigii iizere, €*?) matrisinin dikey siralari, birbirine dik
birim vektorlerin matris gosterimlerinden olugsmaktadir. Dolayisiyla, daha 6nce de deginildigi
gibi, €@ ortonormal bir matristir. €(®P) matrisinin bu 6zelligi, dikey siralar1 kisaca ¢;, ¢, &
ile gosterilerek, asagidaki a/fr ortonormalite denklemi ile ifade edilebilir.

cte, =1, ¢ic, =1, ¢lc; =1, ¢tc, =0, ¢ic3 =0, ¢ic; =0 (1.7.5)
Ayrica, (1.7.4) denkleminden goriildiigii iizere, benzer 6zellik € (@) matrisinin yatay siralart igin
de gegerlidir.

Yukaridaki alti ortonormalite denklemi nedeniyle, C(@b) matrisinin dokuz elemaninin timii,
yalnizca ti¢ bagimsiz parametre cinsinden ifade edilebilir.

Ornegin, €(?) matrisinin yalmzca ii¢ diyagonal elemam belirtilirse, diger alt1 eleman1, (1.7.5)
denklem kiimesi araciligtyla, belirtilen ii¢ diyagonal elemana bagl olarak bulunabilir.

NOT-3: Yine (1.7.2) denkleminden goriildiigii iizere, € (*?) matrisinin olusumunda rol alan birim
vektorler, ayn1 zamanda sag elli bir kiime olusturmaktadirlar. Dolayisiyla, €@ matrisinin
dikey siralar1 arasinda, ortonormalite iligkilerine ek olarak, su ii¢ iliski de vardir.

6152 = 53 y 6253 = El y 6351 = EZ (176)

Ornegin, C(@P) matrisinin ilk iki dikey sirasi, yani ¢; Ve ¢, her hangi bir bicimde zaten
belirlenmis durumdaysa, ti¢lincii dikey sira, ek bir ¢6ziim ¢abasina gerek kalmaksizin, ¢3 = ¢; ¢,
bi¢giminde belirlenmis olur.

Bu 6zelligin benzeri, (1.7.4) denklemine gore, €(“?) matrisinin yatay siralar igin de gegerlidir.
Ornek 1.7.1:

F, eksen takiminin temel birim vektorleri, F, eksen takiminda asagida goriildiigii gibi ifade
edilmislerdir.

" = 428 (0.48) + 1.7 (0.64) + 1.7 (0.60)
i = - (0.80) + u{* (0.60) (17.7)
2 = - (0.36) — 1, (0.48) + U (0.80)

Bu durumda, k = 1, 2, 3 igin, ﬁ,((b/ @) dikeysira matrisleri soyle elde edilir.
2 = 479 (0.48) + @7 (0.64) + 757 (0.60) =

7" = 417, (0.48) + 1,(0.64) + 115(0.60) =
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a"® = +|o[ (0.48) + 1] (0.64) + |0| (0.60) = |0.64 (1.7.8)
0 0 1 0.60

2l = —g@/? (0.80) + 7 (0.60) =

g = ~u,(0.80) +(0.60) =
1 0 —0.80

7/ = — 0] (0.80) + |1 (0.60) = [+0.60 (1.7.9)
0 0 0

" =~ (0.36) — 1"/ (048) + w5 (0.80) =

a”? = —11,(0.36) — 11,(0.48) + 13(0.80) =
1 0 0 ~0.36

7"’ = —|o|(0.36) — |1] (0.48) + |0| (0.80) = |—0.48 (1.7.10)
0 0 1 0.80

Yukaridaki dikeysira matrisleri, (1.7.2) denklemine gére yan yana dizilince de, €(®?) déniisiim
matrisi, asagida goriildiigli gibi elde edilmis olur.

A 0.48 —-0.80 —0.36
C@h =1064 060 -—0.48 (1.7.11)
0.60 0 0.80
Ornek 1.7.2:
C(@P) doniisiim matrisinin ilk iki dikey siras1 soyle belirtilmistir.
0.48 0.36
¢c1 =10.64|, c; =| 0.48 (1.7.12)
0.60 —0.80

Bu bilgilerle, C(*?) matrisinin tigiincii dikey siras1, (1.7.6) denklemindeki 6zellik kullanilarak
sOyle belirlenir.

0 —0.60 0.64 0.36 —0.80
C3 =C16, = c3=| 0.60 0 —-0.48|| 048|=| 0.60 (1.7.13)
—-0.64 048 0 —0.80 0

Boylece, C(“P) matrisi de belirlenmis olur. Soyle ki,

) 048 036 —0.80
C@bh) =1064 048 0.60
0.60 —0.80 0

(1.7.14)
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1.8. Déoniisiim Matrisinin Yonelim Kosiniisleri Matrisi Olarak ifade Edilmesi

@

=(b)
Uz

Sekil 1.3. Iki Eksen Takimi Arasindaki Yénelim Acilar

F, ve Fp eksen takimlarmin temel birim vektorleri arasindaki agilar, yonelim agilar: olarak
tanimlanirlar. Timii dokuz adet olan yonelim agilarinin altis1 Sekil 1.3'te gosterilmistir. Yo6nelim
acilari, F, eksen takimmin F, eksen takimina gore yonelimini ifade etmek {iizere soOyle

tanimlanirlar.
o5 = «u® - u] (1.8.2)
Yonelim agilarinin kosiniisleri ise, yonelim kosinisleri olarak asagidaki gibi tanimlanirlar.
ci(f'b) = cos Hi(]fl’b) (1.8.2)
Yonelim kosinislerinden ci(;l’b), Tii(a) ile TIJ@ birim vektorleri cinsinden soyle ifade edilir.
Ci(]{l,b) _ z_il-(a) .aj(b) (1.8.3)

(1.8.3) denklemi, ilgili vektorlerin F, eksen takimindaki matris gosterimleri kullanilarak soyle de
yazilabilir.

0 = g(@/Dtg Pl = gty (1.8.4)

Cij i j i

(1.8.4) denklemi ise, (1.7.1) denklemi sayesinde sdyle yazilabilir.

(@b) _ =t A(ab);®/b) _ =t Aab)s
;i) = afC @ = up ¢y, (1.8.5)

(1.8.5) denkleminde, ! ile U; garpanlari, C(@b) matrisinin i-yinci yatay siras1 ile j-yinci dikey
sirasinda yer alan elemani segip alirlar. Dolayisiyla, € (%) matrisi, yonelim kosinisleri cinsinden
asagida gosterilen ayrintiyla ifade edilebilir.

(a,b) (a,b) (a,b) (a,b) (a,b) (a,b)
Ci1 €12 €13 ;4 by, by,
A(a,b) — | .(ab) (a,b) (ab)| — (a,b) (a,b) (a,b)
C@b) =97 592 577 = [0 o5y coy; (1.8.6)
(a,b) (a,b) (a,b) (a,b) (a,b) (a,b)
€31 C32 C33 b3, b3, b33
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Yonelim agilarindan es indisli olan ti¢ii, yani Hl(f‘b), 92(¢21,b)’ Hgg‘b) acilari, birincil yonelim ac¢ilar,
digerleri ise ikincil yonelim agilar: olarak adlandirilirlar. €(®?) matrisinin diyagonal elemanlar
ise, birincil yonelim ag¢ilarimin kosinisleridir. Dolayisiyla, birincil yénelim kosinisleri olarak
adlandirilirlar. Diger elemanlar ise, ikincil yonelim kosinusleridir.

Ote yandan, daha once de belirtildigi gibi, C(*?) ortonormal bir matristir. Dolayisiyla, tiim
elemanlari, i bagimsiz parametreye bagli olarak belirlenebilir. Yonelim agilar1 ve kosiniisleri
baglaminda, bu tli¢ bagimsiz parametre, genellikle, ya birincil yonelim agilar: ya da birincil
yonelim kosinusleri olarak alinir.

Ornek 1.8.1:
C@b) = ¢ gibi bir yonelim kosinusleri matrisine ait birincil yonelim kosinisleri, asagidaki
degerlerle verilmistir.
c11 =0.48, ¢, =0.60, c33 =0.80 (1.8.7)
Bu degerlere karsilik gelen birincil yonelim agilar: ise sunlardir.
0,1 = 61.314°, 6,, = 53.13°, 0533 = 36.87° (1.8.8)
Bu bilgilerden yola ¢ikilarak C matrisi, asagida anlatilan bigimde olusturulabilir.

Sekil 1.3'te gorildigi tizere, F;, eksen takimi, F, eksen takimi dondiiriilerek elde edilmistir. Bu
nedenle, ¢ = C(®P) matrisi, asagida ifade edildigi gibi, bir donme matrisi olarak ele alinabilir.

A

C=e" =JcosO +fisin@ + nnt(1 — cos ) (1.8.9)

(1.8.9) denklemindeki 6 agcisi, ii¢ birincil yonelim agisinin bileskesidir; 1 = [7]@ ise s6z
konusu donmenin eksenini gostermektedir.

Daha 6nce Kisim 1.5'te gorilen (1.5.7) — (1.5.9) denklemleri ¢ = +1 se¢imi kullanilarak 6 agis1
sOyle bulunur.

cosf = (0.48 + 0.6 + 0.8 — 1)/2 = 0.44 (1.8.10)
sinf = /1 — (0.44)2 = 0.898 (1.8.11)
0 = atan,(0.898, 0.44) = 63.9° (1.8.12)

0 agis1 ve cos 6 bulunduktan sonra, 7 vektoriiniin bilesenleri, yine Kisim 1.5'te goriilen (1.5.4)
denklem grubundan ii¢ bagimsiz isaret degiskeni esliginde k = 1, 2, 3 igin sdyle bulunur.

Cxk = c0s @ +nZ(1—cosh) =

n, = O'k\/(Ckk —cosf)/(1—-cosh) =

1, = 0,(0.5345); 0, = +1 (1.8.13)
n3 = 0-3(0.8018); 03 = il

Goriildiigii gibi, iic bagimsiz isaret degiskeni nedeniyle, 7 vektori icin ve dolayisiyla ¢ matrisi
icin sekiz degisik ¢oziim bulunmustur. Bu sekiz ¢6ziimden her biri, F, eksen takiminin
oktantlarindan (1/8'lik uzay bolgelerinden) biri iginde yer alir.
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Oktantlar, bir vektoriin bilesenlerinin isaretlerine gore s0yle tanimlanirlar.
Oktant 1: (+ + +), Oktant 2: (— + +), Oktant 3: (— — +), Oktant 4: (+ — +)
Oktant 5: (+ + —), Oktant 6: (— + —), Oktant 7: (— — —), Oktant 8: (+ — —)

Isaret degiskenlerinin o; = 0, = g3 = +1 secimiyle yani 7 vektortnin birinci oktant icinde
secilmesiyle ve (1.8.9) denklemi kullanilarak, ¢ = €(®P) matrisi soyle elde edilir.

[T 00 0 —0.8018  0.5345
C=|(0 1 0/(0.44)+]| 0.8018 0 —0.2673] (0.898)
0 0 1 —0.5345  0.2673 0

[0.07145 0.1429 0.2143
0.1429 0.2857 0.4286((0.56) =
[ 0.2143 0.4286 0.6429

[ 0.48 —0.64 O.60]

—+

(9
Il

0.80 0.60 0
—0.36 0.48 0.80

(1.8.14)

1.9. Déniisiim Matrisinin Dénme Matrisi Olarak ifade Edilmesi

Yonelimsel olarak bakildiginda, F; eksen takimi, F, eksen takiminin belli bir eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilebilir. Bu durum, sematik olarak asagidaki gibi gosterilebilir.

dénmel[#,0]
F ", (19.1)

Bu semaya 6zgii olarak, F, eksen takimina dénme Oncesi (pre-rotation) eksen takimi, Fj, eksen
takimina ise donme sonras: (post-rotation) eksen takimi denir.

Dogal olarak iki eksen takiminin temel vektorleri de, k = 1,2, 3 igin, asagida gosterildigi gibi
ayni donme iligkisi i¢inde olurlar.

- donme[7,6] _
u,((a) _ u,(c ) (1.9.2)

Yukaridaki sematik gosterimi ifade etmek {izere, déonme isleminin F, eksen takiminda
gozlemlendigi varsayilarak, asagidaki matris denklemi yazilabilir.

@71 = RA®, )@@ =

gl = en@egle/V - onWeg, (19.3)
Ote yandan, ﬁ,(cb/ a), hatirlanacag iizere, daha onceki (1.7.1) donilisiim denklemi ile soyle ifade
edilmisti.

[ﬁ]((b)](a) — (@b) [a’(cb)](b) —

g’V = ¢ahgh? = fabg, (19.4)

(1.9.3) ve (1.9.4) denklemleri, donilisiim ve donme matrislerinin, asagida ayrica yazildigi gibi,
esit olduklarini1 gostermektedir.

¢@b) = R(A@, §) = "0 (1.9.5)
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Yukaridaki denklemlerde, 71 vektoriinin donme oncesi F, eksen takimindaki matris gosterimi
olan 7(® kullanilmistir. Aslinda, 7 vektoriiniin donme sonrasi F,, eksen takimindaki matris
gosterimi olan 7 de kullanilabilirdi. Bunun nedeni, 7 vektdriiniin dénme ekseni izerinde
olmasindan dolay1, dsnme isleminden etkilenmemesi ve 7®?) = 7(®) olmasidir.

Bu 6zelligin varlig1 sdyle gosterilebilir.
a®) = bayg@ . Fba) = @bt — [eﬁ(a)e]t — e—ﬁ(a)e -
a®) = g~ Yoz@ = g@ (1.9.6)

Ne var Ki, soz konusu donme islemi, F. gibi yonelimi farkli bir lgiinclii eksen takiminda
gozlemlenirse, bu esitlik kaybolur. Yani, F. & F, k¥ F, ise, ya da CP) = D =] jse,
asagidaki esitsizlikler ortaya ¢ikar.

70 = ¢eh)g®) £ a) 7@ = flea)p@ £ 7@ (1.9.7)

Dolayisiyla, (1.9.5) denklemi kullanilirken, 7 vektoriiniin ifade edildigi eksen takiminin ya F, ya
da F, olmasina dikkat etmek gerekir. Bu kritik husus, soyle ifade edilebilir.

C@b = R(AD,9) = R(AD, 0) # R(A9,0) =

Cab) = g0 = o0 o oAo (19.8)
Ote yandan, eger dénme matrisi, bir nedenle, farkli bir F. eksen takiminda ifade edilmisse,
donme ekseni vektorinln ve donme matrisinin F.'deki ifadeleri, asagidaki donen eksen etrafinda

donme formulleri uyarinca, F,'daki ifadelerine doniistiiriilebilir. Tabii, F,'deki ifadelerine de
benzer bir bigimde dontistiirilebilir.

Donen Eksen Etrafinda Donme Formiilleri:

7@ = F@e)p© (1.9.9)

4@ = F@O)FH© Fea (1.9.10)
R(#@,0) = C@IR[H©, 9)C(eD (1.9.11)
eﬁ(a)e _ é(a,c)eﬁ(c)eé(c,a) (1.9.12)

Ornek 1.9.1: Dénen Eksen Takimina Gére Yapilan Ardistk Donmeler

Bu ornekte, donen eksen takimina QOre yapilan ii¢ ardistk donme, asagidaki semayla
gosterilmistir. Bu tip donmelerde, her déonme, bir 6nceki donme sonucunda ortaya ¢ikan eksen
takiminin eksenlerinden bir etrafinda yapilir.

. donme[@®, ] - donme[i?, 6,] 5 donme[ii5”, 6] F, (1.9.13)
Bu semaya ve (1.9.8) kuralma gore, €@% doniisim matrisi, asagida aciklanan bigimde
olusturulur.

C@h = R, 0,) = R(@iy, 6;) = e™bs (1.9.14)

¢®0 = R@’™,6,) = R(11, 6,) = e™202 (1.9.15)

Cled) — ﬁ(ﬁg/@,%) = R(ils, 65) = e®s% (1.9.16)
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Cad) = @@ab)Fbo)Fled) —
é(a,d) = eﬁ1913ﬁ2923ﬁ393 (1917)
Ornek 1.9.2: Baslangi¢ Eksen Takimina Gore Yapilan Ardisik Donmeler

Bu Ornekte ise, baslangi¢ eksen takimina gore yapilan ti¢ ardisik donme, asagidaki semayla
gosterilmistir. Bu tip donmelerde, adi iistiinde, her donme, ilk eksen takiminin eksenlerinden bir
etrafinda yapilir.

dénme[ﬁga), 01] dénme[ﬁga), 0,] dénme[ﬁga), 03]

Fa Fn F Fa (1.9.18)

Bu semaya ve yine (1.9.8) kuralina gore, €% doniisim matrisi, (1.9.12) formilii de
kullanilarak asagida agiklanan bigimde olusturulur.

C@m = R, 6,) = R(iL,, 6,) = e™? (1.9.19)

cmn) — R‘(ﬁga/m),ez) — eaga/m)gz _ é(m.a)eﬁ;a/a)gzé(a,m) —

Cmn) — =110, o130, ;61 (1.9.20)

A ~ ~(a/n) A ~@a/a)y A

Fnd) — R(ﬁga/n);63) — eu3a 03 — C(n,a)euga * 03 ¢ (an) (1.9.21)
Bu arada,

Clan) — Alam)Fmn) — (eﬁlel)(e—ﬂ1918ﬁ2928ﬁ191) = pU202pU16; (1.9.22)
Boylece,

é(n,d) — (e—ﬁ191e—ﬂ292)(eﬁ393)(eﬁ292@ﬁ191) (1923)

C (@9 matrisine gelince,

Cad) = F@mEimm Emd) —y

C@d = (eT161) (= Mb1gT202 oW101) (o ~T1610-U202) (oTs03) (o020 T101) —

((ad) — plisb3 5020, 5116, (1.9.24)
NOT: Yukaridaki iki 6rnekten su 6nemli sonuglar ¢ikmaktadir.

(1) Dénen eksen takimina gére yapilan ardisik donmelerde, bastan-sona doniisiim matrisi, donme
adimi1 matrislerinin dénme swrasiyla ayni sirada g¢arpilmasiyla elde edilir.

(2) Baslangi¢ eksen takimina gore yapilan ardisik donmelerde, bastan-sona doniisiim matrisi,
donme adimi matrislerinin dénme sirasina gére ters sirada ¢arpilmasiyla elde edilir.

1.10. Déniisiim Matrisinin Euler Acilar1 Cinsinden ifade Edilmesi

(1.6.12) denklemine gére, C(@P) ortonormal bir matristir, yani tersi devrigine (transpozuna)
esittir. Iste bu nedenle, €@?) yalmzca ii¢c bagimsiz parametre cinsinden ifade edilebilir. Euler
acilart kullanildiginda, bu ii¢ bagimsiz parametre, dnceden belirlenmis eksenler etrafindaki
donmeleri gosteren birer ag1 olarak se¢ilmis olur. S6z konusu eksenlerden her biri, geleneksel
olarak, belli bir eksen takiminin eksenlerinden biri olarak belirlenir.
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Belirlenen eksenlere gore, cesitli Euler agist siralamalari ortaya ¢ikar. Bu siralamalar1 genel

olarak temsil eden i-j-k siralamasina gore, F, cksen takimmin F, eksen takimina doniisi,
asagida sematik olarak gosterilen ii¢ adimli ardisik donme islemiyle gerceklestirilir.

donme[@ ¥, ¢] donme[@{™, ¢,] donme[@™, ¢3]

Fa Fn Fa Fp (1.10.1)

Yukaridaki semada, F, ve F, terminal eksen takimlari, F,, ve F, ise, ara eksen takimlar: olarak
adlandirlir. Bu semaya gore, € (@) soyle ifade edilir.

C@ab) — F(am)F(mn) @ (nb) (1.10.2)

(1.10.2) denklemindeki doniisiim matrisleri, (1.9.5) denklemi uyarinca, birer donme matrisi
olarak soyle ifade edilirler.

A L@/ ~ "

Clam) = o' "1 = olid1 = R, (¢h,) (1.10.3)
R ~(m/m) ~ ~

Cmn) — U P2 _ LUid, Ri(¢2) (1.10.4)
A S (/) = ~

Cb) = oW b3 = oUWkt = R, () (1.10.5)

Boylece, C(@P) asagida goriilen bicimde elde edilmis olur.
C@P) = Ri(¢p)R;(p2)Ry(p3) = e™iP1e™ P2t (1.10.6)

Euler agis1 siralamalari, i = k # j ise simetrik, i # j # k ise asimetrik olarak anilirlar. Robotik
alaninda genel olarak 1-2-3 ve 3-2-3 siralamalar1 kullanilmaktadir. Ara¢ dinamigi alaninda ise,
tiim kara, hava ve deniz araclarin1 kapsamak {izere, neredeyse istisnasiz olarak, 3-2-1 siralamasi
kullanilmaktadir. Ne var ki, Euler'in bizzat 6ne siiriip kullandig1 siralama, 3-1-3 siralamasidir. Bu
siralama, daha ¢ok, jiroskop rotorlari ve kendi eksenleri etrafinda donen gok cisimleri gibi,
simetrik olup simetri ekseni etrafinda diger eksenlere gore ¢ok daha hizli donen cisimleri
incelemek i¢in kullanigh olmaktadir. 3-1-3 siralamasi yerine, bazen, 3-2-3 siralamasi da
kullanilabilmektedir.

Ornek 1.10.1: Simetrik 3-2-3 Siralamasi

ﬂg“) =(m)

b1 > 7™ = g®
d)Z ¢3
b2
u

Sekil 1.4. Simetrik 3-2-3 Euler Agis1 Siralamasi
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Sekil 1.4'te gosterilen 3-2-3 siralamasina gore, € = C(®P) matrisi soyle olusur.
C = R3(91)R2(92)R3(3) = eaPrelzdzetads (1.10.7)
(1.10.7) denkleminin ag¢ilmis bigimi s6yledir.

ey —s¢py O][cd2 O sdr][chs —sps O
C=|sps ¢y 0” 0 1 0 ”5¢3 cos3 0] =
L 0 0 1Il=s¢, 0 cop, 0 0 1
) [Ch1Chrcps — SP1SPs  —CPiCchySPs — spicdhs  chSsP,
C = [spichrcps + chisps  —Spicp5¢p3 + chichs 5¢15¢2] (1.10.8)
=S¢ cP3 So5P3 co,

Simetrik olan 3-2-3 siralamasina gore, verilen bir € matrisinden Euler agilar1 asagida agiklanan
bicimde elde edilirler.

¢, agisinin bulunusu:
C33 = U5ClU; = ube™P1e2P2eP3qy, = yleeb2y; —
C33 = Us(UzChy + Urshy) = P, =
Ccos ¢, = c33 = sing, = am; o=+1 (1.10.9)
¢, = atan, (041 — 5, ¢33) = oatan, (Y1 — cZ; , c33) (1.10.10)
Dikkat edilirse, (1.10.10) denklemine gore, o = sgn(¢,).
¢ acisinin bulunusu:

Ci13 = a§6ﬁ3 = ﬁfeu3¢1eu2¢zeu3¢3a3 = ﬂ§€u3¢1eu2¢2ﬂ3 —

c13 = (@icpy — Usshy) (Uzch, + Uy SP,) = cP15h, (1.10.11)

Cp3 = U5Cl3 = bePsPretadb2olsPay, = lelsPretdey, —

C23 = (Uzcoy + Uishy) (Uzch, + UsShy) = sh15¢, (1.10.12)
Eger s¢, # 0 ise,

¢1 = atany(c3/s¢p,, c13/5¢,) = atan,(0cy3,0¢13) (1.10.13)

¢3 agisiin bulunusu:

C31 = ﬁéCﬁl = ageu3¢1eu2¢zeu3¢3ﬁ1 = ageu2¢zeu3¢3ﬁ1 —

31 = (Usch, — UisP,) (Uychs + Upshs) = —sPychs (1.10.14)

C3p = agéaz = ﬁéeﬂ3¢1eﬁz¢zeﬂ3¢3a2 = ﬁgeﬁ2¢zeﬁ3¢3ﬁ2 =

C32 = (ﬂ§C¢2 - ﬁisqbz)(ﬁchbz —UyS3) = sP5¢3 (1.10.15)
Eger s¢p, # 0 ise,

¢35 = atany(c3/spz, —C31/5¢,) = atan,(oc3z, —0C31) (1.10.16)

Eger s¢p, = 0 olursa, yani ¢, = 0 ya da ¢, = m olursa, 3-2-3 siralamasi tekillesir. Tekillesme
oldugu zaman, asagidaki durumlar ortaya ¢ikar.
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¢, = 0 olursa, C matrisi su sekli alir.

A

C = eUsP1pU20pUzPs — pUzP1[plizds — pUzP1plizps —

C = es(P1+d3) — pUzP1s (1.10.17)
(1.10.17) denkleminden ¢, ve ¢ agilar1 ayr1 ayr1 bulunamaz. Ciinkii bu durumda, ﬂgn) = Tiga)
olur, yani, Sekil 1.4'te de goriilecegi iizere, ¢p; Ve ¢ agilarinin eksenleri ¢akisik hale gelir. Boyle
olunca da, ortak eksen etrafindaki net doniisii gésteren ¢35 = ¢p; + ¢ acgisinin ¢; Ve ¢3
acilarii hangi oranda igerdigi belirlenemez. Bununla birlikte, ¢p;5 acisimin kendisi, (1.10.17)
denkleminden soyle bulunur.

$13 = atan,(cz1, €11) (1.10.18)

¢, = molursa, € matrisi bu kez su sekli alir.

é = eﬁ3¢1eﬁ2”eﬁ3¢3 — eﬁ3¢1e—ﬁ3¢3eﬁ2” — eﬁ3(¢1—¢3)eﬁ2” —

elz(P1-d3) — eﬁ3¢13 = Ce~t2m (1.10.19)

(1.10.19) denkleminden ¢, ve ¢ agilar1 ayr1 ayr1 bulunamaz. Clinkii bu durumda, Tign) = —ﬁga)

olur, yani, Sekil 1.4'te de goriilecegi iizere, ¢, Ve ¢ agilarinin eksenleri zit yonlerde ¢akisik hale
gelir. Boyle olunca da, ortak eksen etrafindaki net doniisti gosteren ¢35 = 1 — 3 agisinin ¢4
ve ¢5 agilarimi hangi oranda igerdigi belirlenemez. Bununla birlikte, ¢p1; agismmin kendisi,
(1.10.19) denkleminden s6yle bulunur.

$13 = atany(—c1z, €22) (1.10.20)
Ornek 1.10.2: Asimetrik 1-2-3 Siralamasi

a™

¢3 ﬁgn) —)(b)

b2
™ =g C Uy’ = Uy
b2
¢1
a

Sekil 1.5. Asimetrik 1-2-3 Euler A¢is1 Siralamasi
Sekil 1.5'te gosterilen bu siralamaya gore, € = €@?) matrisi soyle olusur.

C = Ri(p1)R.(P2)R3(¢p3) = e™1P1eM2b2¢MaPs (1.10.21)
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(1.10.21) denkleminin agilmis bigimi soyledir.

1

so,
—S¢1C¢2] (1.10.22)

1 0 0 cp, 0 sP1[cps —s¢ps3 O
C=[0 c¢p; —sq')l] [ 0 1 0 ] [sqb3 co3 O] =
0 s¢y ¢y Il=s¢p, 0 choll 0 0
) chrchs —Chy5h3
C=|sh1Shrcps + cp15ps  —spisprsps + chcds
—CcP1SPrchs + SP1SP3  ch1SP5Ps + SP1cP3

chich,

Asimetrik olan 1-2-3 siralamasina gore, verilen bir ¢ matrisinden Euler agilar1 asagida agiklanan

biginde elde edilirler.
¢, agisiin bulunusu:
13 = W Ciy = uleWPreleP2eladsy, = gletedey, =
C13 = Uy (Uschy + Uy s¢y) = s =
sing, = ¢35 = cos¢p, =01 —ck; 0==1
¢, = atan,(cy3,04/1 —cf3)

(1.10.23)
(1.10.24)

Bu ¢6ziimdeki isaret degiskeni (o = +1), onceki 3-2-3 sirlamasindan farkli olarak, ¢, agisinin

isaretini degil fakat dar ya da genis a¢1 olmasini belirler. Soyle ki,

oc=+1= cos¢, >0 = 0<|¢p,| <m/2 (dar ac1)
oc=—-1= cos¢p, <0 = /2 <|¢p,| <m (genis ac1)

Oteyandan, ¢, acisinin isareti ise ¢, tarafindan belirlenir. Soyle ki

¢+ agisinin bulunusu:

} (1.10.25)

» sgn(¢2) = sgn(cya).

Co3 = ﬁéCﬁ?) = ageu1¢1eu2¢zeu3¢3ﬁ3 — ﬁ£€u1¢18u2¢2ﬁ3 .

Ca3 = (Uscpy — Ussy) (Uzcy + UsSPy) = —spic,

(1.10.26)

C33 = ﬁéCﬁ?) = ﬂ§8u1¢1eu2¢28u3¢3ﬁ3 — ﬁ§€u1¢18u2¢2ﬁ3 —

C33 = (UscPy + Uzspy) (Usch, + Uy SPy) = chich,
Eger c¢, # 0 ise,
¢y = atany(—c3/c Py, c33/cy) = atany(—0ocy3, 0¢33)

¢3 agisiin bulunusu:

(1.10.27)

(1.10.28)

€11 = 175(7171 = aieu1¢1eu2¢zeu3¢3ﬁ1 = ﬁieu2¢zeu3¢3ﬁ1 —

c11 = (Uicp, + Usspy) (Uschs + Up5P3) = chrchs

(1.10.29)

Cip = ﬁicaz = ﬂ§€u1¢1eu2¢2€u3¢3ﬁ2 = ﬁgeu2¢zeu3¢3ﬁ2 —

c12 = (Uicp, + usspy) (Uycdy, — Uyshs) = —ch,5h3
Eger c¢, # 0 ise,

¢3 = atany(—c12/cP,, c11/cPz) = atany(—ocy,,0¢44)

1.27

(1.10.30)

(1.10.31)
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Eger c¢, = 0 olursa, yani ¢, =m/2 ya da ¢, = —m/2 olursa, 1-2-3 siralamasi tekillesir.
Tekillesme oldugu zaman, asagidaki durumlar ortaya ¢ikar.

¢, = m/2 olursa, C matrisi su sekli alir.

C = et1P1pU2T/2pUss — oU1P1pU1P3pU2T/2 — QU (P1+3) pUaT/2

el(@1tds) — plUi113 = Fo—U2m/2 (11032)
(1.10.32) denkleminden ¢, ve ¢ agilar1 ayr1 ayri bulunamaz. Ciinkii bu durumda, ﬁgn) = ﬁia)
olur, yani ¢; ve ¢3 acilarmin cksenleri gakisik hale gelir. Boyle olunca da, ortak eksen

etrafindaki net doniisii gosteren ¢13 = ¢; + 3 agisinin ¢; Ve ¢5 acilarini hangi oranda igerdigi
belirlenemez. Bununla birlikte, ¢,5 acisinin kendisi, (1.10.30) denkleminden sdyle bulunur.

$13 = atan, (3, 22) (1.10.33)
¢, = —m/2 olursa, C matrisi su sekli alir.

C = et1P1p~UTt/2pUsds — U101~ UrP3p—UzT/2 — pU1(P1=P3) o —Uz2T/2

el1(P1-03) — plUid13 = (pllam/2 (1.10.34)
(1.10.34) denkleminden ¢; ve ¢5 agilart ayri ayr1 bulunamaz. Ciinkii bu durumda, ﬁgn) = —ﬁga)
olur, yani ¢, ve ¢3 agilariin eksenleri eksenleri zit yonlerde ¢akisik hale gelir. Boyle olunca da,
ortak eksen etrafindaki net doniisii gosteren ¢15 = ¢ — ¢3 agisinin ¢, Ve ¢5 agilarimi hangi

oranda igerdigi belirlenemez. Bununla birlikte, ¢p153 agisinin kendisi, (1.10.34) denkleminden
sOyle bulunur.

$13 = atan,(csz, €22) (1.10.35)

1.11. Bir Noktamin Orijinleri ve Yonelimleri Farklh Eksen Takimlarina Gore Konumu ve
Homojen Doniisiitm Matrisleri

u”

FAB
/4
u®

Sekil 1.6. Bir Noktanin Farkli Eksen Takimlarinda Gozlemlenmesi

— =(b
uga) ui )

1.11.1. Homojen ve Homojen Olmayan (Afin) Konum iliskileri

Sekil 1.6'da gosterildigi gibi, bir P noktasi, birbirine gore dtelenmis (A — B) ve dénmiis (a = b)
olan F,(A) ve F,(B) gibi iki farkli eksen takiminda gozlemlenmektedir.
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P noktasinin F,(A) ve F,(B) eksen takimlarina gére konumunu gosteren 74p Ve 7'gp Vektorleri
arasindaki iliski, 6telenme vektorii olan 7,5 araciligiyla su sekilde saglanir.
Tap = Tap + Tpp (1.11.1)

(1.11.1) vektor denklemi, 74p Ve 7gp vektorlerinin F,(A) ve F;,(B) eksen takimlarindaki matris
gosterimleri kullanilarak asagidaki matris denklemi bigiminde de yazilabilir.

afg) _ é(a,b)fB(b) + ﬂfg) (1.11.2)

(1.11.2) denklemi, P noktasinin F,(A) ve Fp(B) eksen takimlarindaki goriiniimleri arasinda
Otelenme teriminin varligi nedeniyle homojen olmayan (afin) ya da diger bir deyisle eklentili
(biased) bir iliski teskil etmektedir. Bu iligskiyi homojenlestirmek igin (1.11.2) denklemi, 1 =1
denklemi ile genisletilerek soyle yazilabilir.

~(a) _ A@ab)=0b) , =(a)
Tap = COPTY + 75 } (1.11.3)
1=1
(1.11.3) denklem cifti, tek ve homojen bir denklem bi¢iminde birlestirilerek soyle de yazilabilir.
(a) (a,b) —(a) (b)
] lC l [ (1.11.4)

(1.11.4) denklemi, asagidaki tanimlara yol agar.

R(a) [AP ] P noktasinin F, (A)'daki 4 x 1 boyutlu matris gosterimi (1.11.5)

_ —(b)
Rg;,) = [’"BlP ] . P noktasimin Fp, (B)'deki 4 x 1 boyutlu matris gésterimi (1.11.6)

Aa, ~(a)
ngg’b) = [C(:lb) A;

0t 1
Yukaridaki tanimlar kullanilinca, (1.11.4) denklemi, kisaca asagidaki derlesik bi¢imde
yazilabilir.

l 4 X 4 boyutlu homojen doniisiim matrisi (1.11.7)

= ri(a,b) 5(b
R = AP RY) (1.11.8)

Boylece, goriildiigii gibi, 6telenme eklentisi yiiziinden homojen olmayan (1.11.2) denklemi,
denklem boyutunun iicten dorde ¢ikmasi pahasina, eklentisiz yani homojen olan (1.11.8)
denklemine doniistliriilmistiir.

Dikkat edilirse, I:I\g'b) matrisi iki temel ogeyi bir arada icermektedir. Birincisi, C(*?) ile
gosterilen dénme dgesi'dir. Ikincisi ise, 7, AB ) ile gosterilen dtelenme Ggesi'dir.

Dikkat edilecek diger bir husus da, ﬁg‘;’ ) matrisinin dordiincii yatay sirasinin her zaman
[0t 1]=1[0 0 0 1]biciminde bir degismez olmasidir.
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1.11.2. Homojen Konum iliskilerinin Sayisal Islem Avantaji

Konum iligkilerinin homojen bigimde ifade edilmesi, 6zellikle bilgisayarla yapilacak sayisal
islemler agisindan olduk¢a O©nemli bir avantaj saglamaktadir. Bu avantaj, asagidaki
karsilagtirmali inceleme ile gosterilmistir.

Eger P noktasi, bir ¢cok, 6rnegin F,(4), Fp(B), F.(C), F4(D) gibi dort farkli eksen takiminda
g6zlemleniyorsa, 0 zaman P noktasinin konumu i¢in asagidaki denklem gruplar: yazilabilir.

(a) Homojen olmayan denklem grubu:

7D = ¢@nF® 4 7O (1.11.9)

7D = CoOF© 4 70 (1.11.10)
7O = (DD 4 ) (1.11.12)
fap = CODRD 47 (1.11.12)

AP = COPIEOHD 450 4l =

77;3) = (@b) @b, [é(c,a)r—D(g) + r—cgg)] + C‘-(a,b)fB(Z) + 77;;) —

7@ = [¢@h)OCCED)FHD 4 (7@ 4 f@bh)p®) 4 f@h) ¢ (1.11.13)
(1.11.12) ve (1.11.13) denklemlerine gore,

¢@d) — F(@b)Gb,e) (ed) (1.11.14)

i =7 + C@DED 4 (@M EGOFE) (1.11.15)
(b) Homojen denklem grubu:

Riy = HG" RS (1.11.16)

RY) = AORY) (1.11.17)

Rey = Ap RGy (111.18)

Ry = MRy, (1.11.19)

RS = (AP AL RS RS (11120)

(1.11.19) ve (1.11.20) denklemlerine gore,
ASY = AP ARORGY (1.11.21)

Ozellikle, (1.11.21) ile (1.11.14) ve (1.4.15) denklemlerinin karsilastirilmasi, homojen déniisiim
denklemlerinin pespese yapilan doniisiimlerdeki derlesiklik (kisa ve toplu ifade) avantajini
ortaya koymaktadir.

Homojen olmayan denklem grubu kullanilarak yapilan bir sayisal uygulamada, bileske donme
kare matrisinin ve bileske 6telenme dikeysira matrisinin ayr1 ayr1 hesaplanmasi gerekmektedir.
Oteyandan, bileske homojen doniisiim matrisini bulmak icin tek bir hesaplama yetmektedir.
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Yukaridaki 6rnek incelemeye gore, (1.11.14) denklemi, bileske donme kare matrisi igin iki
matris ¢arpim islemi, (1.11.15) denklemi, bileske Otelenme dikeysira matrisi i¢in {i¢ matris
carpim islemi ve iki matris toplama islemi, (1.11.13) denklemi ise, bileske konum dikeysira
matrisi igin bir matris ¢arpim islemi ve bir de matris toplama islemi gerektirmektedir. Yani,
bileske konum dikeysira matrisi, dokuz matris islemi yapilarak belirlenebilmektedir.

Oysa, homojen denklem grubu kullanilarak yapilan bir sayisal uygulamada, yalnizca biitiinlesik
bileske donme ve Otelenme kare matrisinin hesaplanmasi yeterli olmaktadir. Yine yukaridaki
ornek incelemeye gore, (1.11.21) denklemi, bileske homojen doniisiim matrisi i¢in iki matris
carpim iglemi, (1.11.20) denklemi ise, bileske konum dikeysira matrisi i¢in bir matris ¢arpim
islemi daha gerektirmektedir. Yani, bileske konum dikeysira matrisi, dokuz yerine yalnizca ii¢
matris iglemi yapilarak belirlenebilmektedir.

1.11.3. Homojen Déniisiim Matrislerinin Baz1 Ozellikleri
Homojen doniisiim matrislerine ait bazi 6zellikler asagida belirtilmistir.

(1.11.7) denkleminden yararlanarak gosterilebilir ki,
det[A%P] = det[C@P] = 1 (1.11.22)

1.11.8) denklemi, 6nce F,(A) ile F,(B)'nin yeri degistirilerek ve sonra A% matrisinin tersi
a b g AB
alinarak asagidaki iki bigimde yazilabilir.

Ryp = Ay, Ry (1.11.23)
Ryp = (A" 17 Ry (1.11.24)

(1.11.23) ve (1.11.24) denklemlerine gére ve 754 = —745 oldugu gbz Oniine alinarak ﬁj‘;’b)
matrisinin tersi soyle elde edilir.

_ . A(b,a) =(P) A(a,b)t  _ Aab)t=(a)

[AGM]1 = g = IC — Tha l = IC - G Ty (1.11.25)
0t 1 0t 1

F,(4) ile F,(B) arasindaki 6telenme ve donme iliskisi asagida gosterilen iki bi¢imde ifade

edilebilir.

otelenme(4—B) donme(a—b)
() ——— F,(B) ————— > F,(B) (1.11.22)
dénme(a—b) dtelenme(A—B)
F,(d) —— F,(A) ———— > F,(B) (1.11.23)
Yukaridaki semalara gore, I’-I:g%‘b) matrisi su iki bicimde ayristirilabilir.
AGP = A&YFED = FOFED (nce stelenme, sonra dénme) (1.11.24)
AP = AP 8D = g a®  (5nce dénme, sonra Gtelenme) (1.11.25)

Yukaridaki ayristirmalarda yer alan H ,5? = ﬁﬁg’a) ve I:I:g? =H Igg’b) matrislerine "yalin 6telenme
matrisleri"; I’-I\ja’b) = I’-I\ji‘b) ve H éa‘b) =H g;‘b) matrislerine ise "yalin donme matrisleri" denir.
Bu matrislerin ayrintili ifadeleri asagida gosterilmistir.
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go_|I 72| go_|1 #P|_|1 05 (1.11.26)
S I N (L B (1 |

_ - A@b)

H/ga'm:H,garb):[Cgt (1)] (1.11.27)

Dikkat edilirse, yalin 6telenme matrisi, 6telenmenin gozlendigi eksen takimina baglhdir. Yani,
AS =AY (1.11.28)

Oysa, yalin donme matrisi, donmenin hangi nokta etrafinda yapildigina bagli degildir.
Dolayisiyla, bu matris istenirse altyazitsiz olarak da gosterilebilir. Yani,

H/&a,b) _ nga,b) — fab) (1.11.29)
Ornek 1.11.1:
Sekil 1.7'de, F(O) gibi yerdegistiren bir eksen takiminin pespese aldigi ti¢ farkli konum (yer ve

yonelim) gosterilmistir. P noktasi, F(O) iginde sabit bir noktadir. Bu noktanin koordinatlari,
Pp = P2 = P3 =1m olarak belirtilmistir. F(O) eksen takiminin ii¢ konumu arasindaki dtelenme

ve donme yerdegisimleri ise, soyle belirtilmistir.

" =(0) 5 g _
]:0(00) Gtelenme [G5™, do;] N ‘7__1(01) otelenme [0~ dlz]ﬁ\ ‘7__2(02) (1.11.30)

donme [a{, 7/2] donme [a{Y, z/2]

(1.11.30) yerdegistirme semasindaki O orijinine ait 6telenme mesafeleri ise sunlardir.

d01=3m ) d12 =2m (11131)
i(2)
u
o) 2
Po >
Pyo
Op !
; Uéo) Uéz) i 61(2)
g% :
e o
(1
i® )
i
P1

Sekil 1.7: Bir Eksen Takiminin Iki Basamakli Yer Degistirmesi
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Birbirini izleyen donme ve 6telenme yerdegisimleri, asagidaki matrislerle ifade edilmistir.

0 01 0
COD_e®m/2_| o 1 0|, Y =dgu®”? =30,=|3 (111.32)
100 0
0 -1 0 (-2
ClD_ehr/2_1 0 of, 5P =—dp,uMY =—2m=| 0 (1.11.33)
0 0 1 0

Yukarida ayr1 ayr1 ifade edilen donme ve oOtelenme yerdegisimleri, asagidaki homojen
yerdegisim matrisleri sayesinde biitlinlesik olarak da ifade edilebilir.

0 010

. ¢OD  ¢(0) 0 10 3
I (1.11.34)

001 ot 1 -1 0 0O

0 00 1

0 -1 0 -2

. ¢l ¢ 11 0 0 0
N e (1.11.35)

12 Ot 1 O O 1
0 0 0 1

F(O) eksen takimmin ilk ve son konumlari arasindaki toplam yerdegistirme matrisi ise,

yukaridaki iki matris ¢arpilarak soyle elde edilebilir.

0010]([0010

. . . 1 00 3/ |1 00:3

(02) _ 13011302 _ _

Ho,0, = Hoyo,Hoo, = 010271010 2 (1.11.36)
000 1| |00 01

Toplam homojen yerdegistirme matrisinin ddinme ve 6telenme boliintiileri agagida gosterilmistir.
Boylece, donme ve 6telenme yerdegisimleri ayri ayr1 da elde edilmis olur.

001

c@d-11 0 o0 (1.11.37)
010
0

T =1 3| =30, +20; = fyp =30 +20{" (1.11.38)
2
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Yukaridaki denklemler, istenirse, donme ve Otelenme iliskileri biitiinlestirilmeden de asagida
oldugu gibi elde edilebilirler.

0 0 1][0 -1 0] [0 0 1
¢ -0l | o 1 0|1 0 0|=[1 0 O (1.11.39)
-1 0 0jlo 0 1] |0 1 0

r0(20) :ro(10) +T1(2°) :F0(10) +(§(0*1)T1(21) _ 30, +(e“2”/2)(—2U1) N
oD =30, +20; = Fy =3050 + 205" (1.11.40)

Ote yandan, 0, ve P, noktalarmin F;(O,) eksen takimima gére konumlari, toplam homojen

yerdegistirme matrisi kullanilarak asagida gosterilen bicimde bulunabilir.

0 01 0|0 |0

0
= A = 1 0 3(|0 3
@ _ 0 _Q{¥o2yr02) _ —
0,0, = 0 = Roooz _Hoooz Rozoz 1o 1 0 2llol |2 =
0
0 0 0 1]|12 1
0 _a0 1 om — F L a(0) , 5i(0
ro(oc)>2 =30 +2U3 = To0, =102 =3U§ )+ZU§ ) (1.11.40)

NOT: Bir konum vektorii sifir bile olsa, ona ait dort boyutlu dikeysira matrisi sifir olamaz, ¢linkii
bu matrisin son dgesi, tanim geregi, her zaman "1" olmak zorundadir. Bu 6rnekte de goriildigi

gibi, 75,0, = 0 ya da ona ait ii¢ boyutlu dikeysira matrisi 70(22)02 = 0 olsa bile, aym vektdre ait

dort boyutlu R(()ZZ)OZ dikeysira matrisinin son 6gesi, "0" degil "1" olarak yerine yazilmistir.

P, noktasinin konumuna gelince, o da sdyle bulunur.

1 00 1 0][1] 1
- £ (02) = 00 3[|1] |4
2 _ 0 _ 10250 _ _
o,p, = L= Roopz_HooozRozpz_ 010 2|l1| |3 =
1
000 1//1] |1
rcgggz =10, +40, +30; = Top, =107 +40{" + 30 (1.11.41)

Aslinda, bu 6rnek igin, (1.11.40) ve (1.11.41) denklemlerindeki sonuglar, Sekil 1.7'ye bakilarak
dogrudan dogruya gorsel olarak da elde edilebilirler.
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1.12. Bir Vektorin Farkli Eksen Takimlarina Gore TUrevleri
1.12.1. Bir Vektoriin Belli Bir Eksen Takimina Gore Tiirevi

Bir vektoriin tiirevinin alinmasi, segilen eksen takimma gore bagil bir islemdir. Ornegin, bir 7
vektorinin F,(A) ve Fp(B) gibi iki farkli eksen takimina goére alinan tiirevleri asagidaki
bigimlerde gosterilebilir.

D7 = dg#/dt = [dF/dt]lz, (1.12.1)
Dy7 = dy7/dt = [d7/dt]|z, (1.12.2)

S6z konusu vektorln tirevi, (1.12.1) denklemine gore alinirken F, eksen takiminin yonelimi;
(1.12.2) denklemine gore alinirken de F; eksen takiminin yonelimi sabit kabul edilir. Tirevi
aliacak vektor, F, (A) ve F,(B) eksen takimlarinda soyle ¢oziistiiriilebilir.

7= GOr@ 4 @@ | @ @ _ 50, ®) 4 50), @) | ), ) (1.12.3)

Bu ¢oziistiirmelere gore, D, 7 Ve D7 tiirevleri s6yle ifade edilir.

D7 = —>(a) (a) +ﬁ§a)r'2(a) +ﬁ§“)r'3(“) (1.12.4)
D, = ﬁib)rl(b) *gb)r'z(b) + ﬁgb)r‘3(b) (1.12.5)

(1.12.4) ve (1.12.5) denklemlerine gore, 7 vektorinin ve turevlerinin F,(A) ve F,(B) eksen
takimlarindaki matris gosterimleri sOyle iligkilendirilir.

—rl(a)- -r-l(a)'
[F]@ =7@ = [y@| = [D,#]@ =@ = |@ (1.12.6)
_r3(a)_ _r'3(“)_
'rl(b)' [7-(P)
1
[F]® = 7®) = rz(b) = [D,7]® =F7® = r'z(b) (1.12.7)
_rg(b)_ _r'3(b)_

Dikkat edilirse, (1.12.6) ve (1.12.7) denklemleri, ¢oziistiirme ve tiirev alma eksen takimlari ayni
ise gecerlidir.

Ne var ki, ¢ozilistiirme ve tiirev alma eksen takimlarinin her zaman ayni olmalar1 gerekmez.
Boyle bir durumda, asagidaki denklemler yazilabilir.

[D,7]@ = C@P)[D,7]®) = C@b)f®) (1.12.8)
[D#]®) = COD[D,#]@® = D@ (1.12.9)

(1.12.8) denkleminde tiirev alma eksen takimi Fj, (1.12.9) denkleminde ise F,'dir. Bu eksen
takimlarina gore tiirevleri alinan 7 vektoriiniin matris gdsterimleri ise ayr1 ayr1 F, ve F, eksen
takimlarinda olusturulmus ve €@?) ile ¢®® doniisiim matrisleri ile iliskilendirilmislerdir.
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1.12.2. Bir Vektoriin Farkli Eksen Takimlarina Gore Tiirevlerinin Arasmdaki iliski
ve Bagil Acisal Hiz Tanim (Coriolis Transport Teoremi)

Bir 7 vektorinin F,(A) ve F,(B) gibi birbirlerine gore agisal olarak farkli hareket eden iki
eksen takimma gore alinan tiirevleri, "Coriolis Transport Teoremi” olarak bilinen teorem
sayesinde iliskilendirilir. Bu teorem soyle ifade edilir.

DaT_') == Db? + ab/a X 'F (11210)
(1.12.10) denklemindeki a),, vektori, F,(B)nin F,(A)'ya gére bagil agisal hizi olarak

tanimlanir. Ayni denklemden, sol tarafin F,(A)'daki, sag tarafin ise Fp(B)'deki matris
gosterimleri kullanilarak agsagidaki matris denklemi elde edilir.

7@ = C@DFD) 4 ) 7®)] (1.12.12)
(1.12.11) denklemi, tiirev almadan 6nce yazilan asagidaki doniisiim denkleminden yola ¢ikilarak
da elde edilebilir.

7@ = ¢@b)y®) (1.12.12)

(1.12.12) denklemin taraf tarafa alinan tiirevi, asagidaki denklemi verir.
F@ = F@b)Fd) 4 Fab)Fd) = Fab) [F®) 4 C“(b,a)é(a,b),:(b)] (1.12.13)

(1.12.11) ve (1.12.13) denklemleri karsilastirilinca, iki eksen takimi arasindaki bagil agisal hiz,
iki eksen takimi arasindaki bagil yéonelim matrisi ile (yani déniisiim matrisi ile) asagidaki
denklem araciligiyla iliskilendirilir.

al(f;zl = () f@b) 51()% = dsm[C(P® ((@b)] (1.12.14)

Buradaki "dsm", verilen bir dikeysira matrisine karsilik gelen antisimetrik matrisi olusturan
"asm" islecinin tersidir. Yani, dsm = asm~!. Diger bir deyisle, dsm isleci, verilen bir
antisimetrik matrise karsilik gelen dikeysira matrisini olusturur.

(1.12.14) denkleminden de asagidaki (1.12.15) denklemi elde edilebilir.

@ = Ceng®) = G = (@nph) (Oa) = (@O @b -

By = CONCOD = 5l = dsm[C@) P (1.12.15)

1.12.14) ve (1.12.15) denklemlerine gore, S = f(b'a)é(a'b) ve S@ = é(a'b)f(b'a) matrisleri,
g
birer antisimetrik matris olmaktadirlar.

Eger 7 vektoriiniin tiirevleri, birbirlerinden farkli agisal hareketleri olan ii¢ eksen takimina gore
alinirsa, (1.12.10) denklemi, su ii¢ sekilde yazilabilir.

Da7 == Db7 + ab/a X 7 (11216)
DbF == DC7 + ac/b X F (11217)
Dot = Deft + Bojq X T (1.12.18)
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Yukaridaki li¢ denklemden su sonug ¢ikar.
(‘_))c/a = (‘_jc/b + CT’)b/a (1.12.19)

(1.12.19) denklemi, bagil agisal hizlarin bileskesinin yalnizca toplama yoluyla elde
edilebilecegini gostermektedir. Oysa, daha dnce de goriildiigii gibi, bagil yonelim matrislerinin
bileskesi, yalnizca ¢carpim yoluyla elde edilmektedir. Soyle ki,

£(a0) = (@b)pb.o) (1.12.20)

1.12.3. Bir Vektoriin Farkh Eksen Takimlarina Gore ikinci Tiirevlerinin Arasindaki fliski
ve Bagil Acisal ivme Tanim

Coriolis Transport teoremi uygulanarak (1.12.10) denkleminin taraf tarafa bir kez daha tirevi,
asagidaki gosterildigi gibi aliabilir.

Dczl? = D, (D7) = D,(Dp7 + ab/a XT) =

D27 = Dy(DyF + @pjq X 7) + Byjq X (DyFt + By X 7) =

D27 = DEF + (Dp@p/a) X 7 + Byja X (D) + Bpja X (DyFt + Bpjq X F) =

D2 = DEF + 2@y q X (DpT) + @pja X 7+ @pjq X (@pja X T) (1.12.21)

(1.12.21) denklemindeki @, vektori, F,(B)'nin F,(A)'ya gore bagil agisal ivmesi olarak

tanimlanir ve iki eksen takimi arasindaki bagil agisal hiz vektoriinden asagidaki tiirev alma
islemiyle elde edilir.

Apja = Dp@pq (1.12.22)
Bununla birlikte, Coriolis Transport teoremi uyarinca ve @p/q X Wp/q = 0 oldugu icin @, Ja
asagidaki tiirev alma islemiyle de elde edilebilir.

Apja = Da@pq (1.12.23)

Ancak, dikkat etmek gerekir ki, (1.12.22) ve (1.12.23) denklemleri, yalnmzca F,(A) ile F,(B)
eksen takimlar1 igin gegerlidir. Bir baska deyisle, @}/, vektoriinin dgtinci bir F,(C) eksen

takimina gore alinan tiirevi, &, o vektoriinii vermez. Bu durum kisaca soyle ifade edilebilir.

d)b/a = Daab/a = Dbab/a * Dcab/a (11224)
Yine Coriolis Transport teoremine gére, D @y, tirevi dogrudan @/, vektoriini vermese de,
ap/q vektoriiyle asagida gosterilen bigimlerde iliskilidir.

Dcab/a = Daa_))b/a + aa/c X ﬁb/a = &b/a + (A_))a/c X ab/a (11225)

Dcab/a = Dbab/a + ab/c X ab/a = &b/a + ab/c X ab/a (11226)

Ote yandan, daha once, ii¢ farkli eksen takimi sdz konusu oldugunda, bagil agisal hizlarin
bileskesinin yalnizca toplama yoluyla elde edilebilecegi goriilmiisti. Bu durum, (1.12.19)
denklemiyle sOyle ifade edilmisti.

5c/a = ac/b + 5b/a (1.12.27)
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(1.12.27) denkleminin turevi taraf tarafa F,(A) eksen takimina gore alinirsa, bagil agisal
ivmelerin bileskesi, asagida gosterilen bigimde elde edilir.

Da(‘_jc/a = Daac/b + Da(‘_jb/a =
&c/a = (Dbac/b + 8b/a X 5c/b) + C_fb/a =
Aeja = Gegp + Apjq + Wpja X Gepp (1.12.28)

Goriildigi gibi, bagil agisal ivmelerin bileskesi yalnizca toplama yoluyla elde edilememektedir.
Bileskeye ilgili bagil agisal hizlarin vektorel ¢arpimindan olusan bir terim daha eklenmektedir.

Ornek 1.12.1: Bir Doner Ekleme Ait Acisal Hiz ve Ivme

S|

Sekil 1.8. Déner Eklemle Bagl iki Uzuv

Sekil 1.8'de bir doner eklemle baglanmis iki uzuv (L, ve L;) goriilmektedir. Bu uzuvlara bagh
eksen takimlari, F, ve F,'dir. Doner eklemin ekseni, 7 birim vektorii ile belirlenmistir. Sekilde,
Fp'nin F,'ya gore dénme agisi, 6, = 6 ile gosterilmistir. Bu sistem i¢in asagidaki yonelim
iligkileri yazilabilir.

C@h = R(n@,0,,,) = R(7,0) = ™ (1.12.29)
Dikkat edilirse, 7 vektorii, donme ekseni lizerinde oldugu icin, F, ve F) eksen takimlarinda ayni
ve sabit olarak gorundr. Yani,

1@ = a® = 5 = sabit (1.12.30)

Bu durumda, F,,'nin F,'ya gére agisal hizi (@, /4) s0yle belirlenir.

~(a) — C(ab)C(b a) — [d(e"e)/dt][ —nG] .

~l()(;31 = [d(e™)/d6][d8/dt][e~"°] = 6[d(e"®)/db][e ] (1.12.31)
Donme matrislerine ait 6zelliklerden hatirlanacagi lizere ve n sabit oldugu i¢in,

d(e™)/do = 7ie™ = e (1.12.32)
Bunun Gzerine, (1.12.31) denklemi su sekli alir.

@y, = O[7ie™][e™™0] = 671 = H7(@ (1.12.33)

(1.12.33) denkleminden su sonug elde edilir.
oy, = 67 = 6@ (1.12.34)
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(1.12.34) denklemine karsilik gelen vektor denklemi ise sudur.

Wpja = 01 (1.12.35)
Fp'nin F,'ya gore agisal ivmesi (@, /a) 1s€ sOyle belirlenir.

Apjq = Da@pjq = Do (67) = 671 + (D, 1) (1.12.36)
Daha 6nce de belirtildigi gibi, 71 vektoril F,'da sabit olarak goriinir. Yani, D, 7 = 0 olur.
Dolayisiyla,

dy/a = 07 (1.12.37)

Ote yandan, L, ve L, uzuvlarmin F, gibi ii¢lincii bir gdzlem eksen takimina gére yonelimleri,
acisal hizlar1 ve agisal ivmeleri, asagida agiklanan bi¢cimde iligkilidirler.

Clob) — (o) Fab) (1.12.38)
Bpjo = Gpja + Bajo = Bgjo + 07 (1.12.39)
Do@pjo = Do@pq + Do@qjo = [Da@Wpq + Bajo X Gpja] + DoWajo =

Apjo = Apjq + Agjo + Bajo X Wpjq =

Epjo = Gayo + 07+ 0(Bayo X 1) (1.12.40)

Dikkat edilirse, 7 vektori, F,'da sabit gériinse de, F,'da sabit gorinmez. Cuink, 7 vektori F, ile
birlikte donmektedir. Diger bir deyisle,

Dot = Dgft + @0 X A ; Dgii =0 =
Dol = Way X 1 (1.12.41)

(1.12.41) denklemi de, (1.12.40) denkleminde, 7 vektdriinin F,'yva gore donmesinden dolayi
ortaya ¢ikan ticlincii terimin varlik nedenini agiklamaktadir.

1.12.4. Bilesik Donmelere iliskin Acisal Hiz ve ivme Formiilasyonu
Pespese yapilan donmeler sonucunda ortaya c¢ikan bilesik doniisiim matrisi s0yle ifade edilebilir.

C = Com) = pM16015M20; 57303 ... ofim-10m-1pmOm (1.12.42)

Pratik durumlarda, donme adimlari dylesine olusturulur ki, tim k = 1,2, 3,...,m i¢in 7, sabit
olur. Dolayisiyla, (1.12.42) denkleminden kaynaklanan agisal hiz formiilii sdyle elde edilir.

& =), = COMEmo = (t (1.12.43)
(1.12.43) denkleminde,
¢ = 0,71,eM101¢7M262 07365 ... oTimOm 4§, @M10171, 72027365 ... oTimOm
+ GyeM01eM20277, 0365 .. oTlmbm | ..
+0,,eM191eM202¢M305 ... gim-10m-17  @TmOm (1.12.44)

A

Ct = e~ mOmo=—Tim-10m-1 ... p =363 o =720, o =711 61 (1.12.45)

1.39 M. K. Ozgoren



(1.12.44) ve (1.12.45) denklemleri, (1.12.43) denkleminde yerine konunca, asagidaki denklem
elde edilir.

@ = 0171, + 0,e™M%1 71,7202 4  eM01eM20277,0 20271305 4 ...
+ 0,,e™01eM202 ... pim-10m-17 o =Aim-10m-1 ... o =202 o~ 7305 (1.12.46)
Oteyandan, R bir dsnme matrisi ise, bilinmektedir ki,
y=Rx < 7 =RxRt (1.12.47)
Boylece, acisal hiz, asagidaki dikeysira matrisi biciminde elde edilmis olur.
@ = 0,7 + 0,e™M%n, + O;eM01eM0277; + §,eM01eM2020M3057, ...
+ 6,,e™01e202 ... pflm-1Om-1q (1.12.48)

Dikkat edilirse, (1.12.42) ve (1.12.48) denklemleri arasinda ¢ok tipik bir jenerik baglanti
bulunmaktadir. Bu baglant1 sayesinde, yonelim ifadesi (1.12.42) denklemi bi¢iminde verilmisse,
acisal hiz dikeysira matrisi, (1.12.48) denklemi sayesinde, hi¢ bir islem yapmadan dogrudan
dogruya ifade edilebilir.

Agcisal ivme dikeysira matrisi ise, yine tim k =1,2,3,...,m i¢in 7, = sabit varsayimina
dayanarak ve (1.12.48) denkleminden yola ¢ikilarak soyle elde edilir.
Amjo = Do@Wmio = c‘rr(fl’/)o = w;r(rf/)o > a=w =

a = 0., + O™, + f;eM01eM02q, + .. 4 G, eM01M202 ... gim-10m-17
+ 0,0, e™017i 71, + 050, e™%17i, e™20277, + 0,0,e™01eM20271,77, + -
+ 6,0, e™01eM202 .. pim-1Om-1iy 7 (1.12.49)
Ornek 1.12.2: 1-2-3 Euler Ag¢is1 Siralamasina Gore Acisal Hiz

Daha once goriildiigii gibi, 1-2-3 Euler agis1 siralamasi kullanildiginda, bir F;, eksen takiminin
bir bagka F, eksen takimina gore yonelimi, asagidaki matrisle belirlenir.

C(ab) — o1tz pUsPs (1.12.50)
Bu siralama i¢in F;'nin F,'ya gore agisal hizi, (1.12.48) denklemi kullanilarak sdyle elde edilir.

61(1721 = d)lﬂl + ¢29ﬁ1¢1ﬁ2 + (ﬁ36ﬂ1¢1eﬁ2¢2ﬁ3 —

51()6;31 = ‘151171 + (]52 (uycp; + Uzspq) + <ﬁ3ea1¢1(ﬁ3c¢2 + Usg,) =
51(;% = 1y + P (Upcy + Usshy) + P3[(THzcdy — UpsPy)chy + Uys,] =
By = Ty (s + $35¢2) + Ty (hacy — Pssacpr)
+ T3(h2501 + P3cdicdy) (1.12.51)
Vektor olarak yazilirsa,
Boja = B (b1 + hast) + U (docy — Basicy)
+ U5 (o1 + dscpics) (112.53)
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1.13. Bir Noktamin Farkli Eksen Takimlarma Gore Hiz1 ve ivmesi

a”

a”

-
TaB

(b
7@ 7@ i

Sekil 1.9. Bir Noktanin Farkli Eksen Takimlarinda G6zlemlenmesi
1.13.1. Bir Noktanin Farkh Eksen Takimlarina Gore Hiz1

Sekil 1.9'a bakildiginda, bir P noktasinin birbirine gore farkli hareket eden (6telenen ve donen)
F.(A) ve F,(B) gibi iki eksen takiminda gézlemlenen bagil konum vektorleri arasinda agsagidaki
iliskinin oldugu goriilmektedir.

FAP = FAB + FBP (1131)
Esdegerli fakat farkli bir notasyonla (1.13.1) denklemi, s6yle de yazilabilir.
FP/A = FP/B +FB/A (1132)

(1.13.1) ve (1.13.2) denklemlerindeki farkli notasyonlar, matematiksel olarak esdegerli olmakla
birlikte, sozel olarak farkli birer yorumla soyle ifade edilirler.

74 . A noktasindan B noktasma uzanan konum vektord.

7g/a - B noktasimin A noktasina gore bagil konum vektorii.

P noktasinin F,(A) ve F,(B) eksen takimlarinda gozlemlenen bagil hizlar arasindaki iliskiyi
elde etmek Uzere, (1.13.2) denkleminin eksen takimlarindan birine gore, 6rnegin F,(A4)'ya gore,
taraf tarafa tiirevi alinirsa, agagidaki denklem ortaya ¢ikar.

Da?P/A = Da7p/3 + DafB/A (1133)
(1.13.3) denklemindeki terimler, asagidaki gibi gosterilebilen genel bir hiz tanimina yol agar.
ﬁP/B/:Fa = Da?P/B (1134)

(1.13.4) denklemi ile tanimlanan hiz vektorii, soyle adlandirilir: P noktasinin B noktasina gore
F,(A) eksen takimina gore tiirev alinarak elde edilen bagil hiz vektorii.

Dikkat edilirse, genel hiz tanimi, asagida belirtilen ii¢ temel unsura dayanmaktadir.

1. Hiz1 istenen nokta: P
2. Referans noktasi: B

3. Tiirev alma eksen takimi: F, (A4)
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(1.13.4) denklemindeki gosterim kullanilarak (1.13.3) denklemi sdyle yazilabilir.

Up/a/Fa = Up/B/Fa t VB/a/7, (1.13.5)

Ne var Ki, F;,(B) cksen takimini kullanan gézlemci, gézlemledigi noktalarin hiz vektorlerini de
ayni eksen takimima gore olusturmak ister. Bu istegi karsilamak tiizere, (1.13.5) denklemi,
Coriolis Transport teoremi kullanilarak soyle de yazilabilir.

Up/ajFq = Upss/F, + Obja X Toys + Upjayz, (1.13.6)
1.13.2. Bir Noktamin Farkli Eksen Takimlarina Gore ivmesi

(1.13.4) denklemindeki genel hiz tanimina benzer bir bigimde genel ivme tanimi1 da asagidaki
gibi yapilabilir.

aP/B/Ta = Dg?P/B (1.13.7)
Gortildiigii gibi, genel ivme tanimi1 da, asagida belirtilen {i¢ temel unsura dayanmaktadir.

1. Ivmesi istenen nokta: P

2. Referans noktasi: B

3. Tiirev alma eksen takimz1: F, (4)
(1.13.7) denklemindeki gosterim kullanilarak (1.13.3) denklemi, bir kez daha tiirevi alinarak
sOyle yazilabilir.

dp/a/r, = Ap/p/7, + ABjas7, (1.13.8)
Hiz denkleminde oldugu gibi, Fp(B) eksen takimini kullanan gézlemci, gézlemledigi noktalarin
ivme vektorlerini de yine ayni eksen takimina gore olusturmak ister. Bu istegi karsilamak iizere,
(1.13.8) denklemi, Coriolis Transport teoremi bir kez daha kullanilarak soyle de yazilabilir.

dpjajF, = Apg/F, T 28pja X UpypF, + Apja X Tp/p

+ Wpja X (Bpja X Tp/p) + Apyasr, (1.13.9)

(1.13.9) denklemindeki terimlerden ikisi, yalnizca birinci tiirevlerden (yani hiz vektorlerinden)
olusmustur. Bu terimler, asagidaki 6zel adlarla anilirlar.

Coriolis 1VmeSi: aCOR = Zab/a X T_J)P/B/g:b (11310)
Merkezcil ivme: dcp = @p/q X (Wp/q X Tp;5) (1.13.11)
1.13.3. Notasyonu Basitlestirilmis Bagil Hiz ve Ivme ifadeleri

Eger yiiriitiilen kinematik calisma esnasinda yalnizca F,(A) ve F,(B) gibi iki eksen takimi
kullaniliyorsa, yukaridaki ayrintili notasyon yerine, asagidaki basitlestirilmis notasyon da
kullanilabilir.

Tpja =T, Tpjp =7, Tgjg =7° (1.13.12)
Upjasga =V Upspyr, =V Upjap, = ° (1.13.13)
Gpjajr, =4, Apjpyr, = @', dpjasr, = 4° (1.13.14)
Bpja =@, dyjq=a (1.13.15)
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Yukaridaki basitlestirilmis notasyon kullanilarak konum, hiz, ve ivme denklemleri, asagidaki
sade goriintimleriyle yazilabilir.

F=7 47 (1.13.16)
B=3 +@BXP +D° (1.13.17)
Ad=ad +20XV +ax7 +w X (@x7)+a° (1.13.18)

(1.13.16,17,18) denklemlerini, terimlerin yerine gore F,(A) ve F,(B) eksen takimlarindaki
matris gosterimlerini kullanarak da yazmak mimkindir. Bu amacla{7#, v, a} ve {#°,v°,a’}
Uclulerinin F,(A)'daki iistyazitsiz matris gosterimleri ile {#', ¥', d’, @, &} beslisinin F, (B)'deki
listyazitsiz matris gosterimleri, ¢ = €(®P) doniisiim matrisi esliginde kullanilabilir. Bu sekilde
yazilan denklemler, asagida gosterilmistir.

F=Cr'+7 (1.13.19)
v=C@ + ") +7° (1.13.20)
a=_Cla +2av + (& +a>)Ff'|+a (1.13.21)

Dikkat edilirse, ivme iligkisi, (1.13.21) denkleminde oldugu gibi, matris denklemi bigiminde
ifade edildiginde, @ ile @? terimleri birbirleriyle dogrudan dogruya toplanabilmektedir.

Ornek 1.13.1

Sekil 1.10'da g serbestlik dereceli bir maniptlatér gérinmektedir. Manipdlatoriin eklemlerinin
ilk ikisi doner eklem, Gglnclsu ise kayar eklemdir. Manipilatér (¢ hareketli uzuvdan
olusmustur. Manipiilatoriin u¢ noktasi, P ile gosterilmistir. Zemine ve uzuvlara bagh eksen
takimlari sirasiyla sunlardir.

Fo(0), F1(0), F2(0), F5(P); F5(P) Il F2(0)

Dikkat edilirse, F3(P) ile F,(0) eksen takimlarinin orijinleri farkli bile olsa, yonelimleri
aynidir. Yani, eksenleri birbirine paraleldir.

—(0) —(1)

Uz " =1Uj =(2) _ =3)
Uy’ =1y

01

Sekil 1.10. Ug Serbestlik Dereceli Bir RRP Manipilator(

(a) Uzuvlarm Zemine Gore Yonelimleri:

C‘(O,l) — eﬁ391 (1.13.22)
C(O,Z) e 6(0'1)6(1'2) fr eﬁ391 eﬁ2 92 (11323)
£03) = (AR = FOD] = ((02) — oTis:,Tiz6; (1.13.24)
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(b) Uzuvlarim Zemine Gore Acisal Hizlari:

@10 = 0,0 = 6,0V (1.13.25)
Bajo = Bopr + Brjo = 0,07 + 6,85 = 6,ul” + 6,4 (1.13.26)
B30 = B3jz + Bayo = 0+ B0 = Bz/0 (1.13.27)

(c) Uzuvlarin Zemine Gore Agisal ivmeleri:

d1/0 = Do 0 = Do[6,4"] = 6,0 = 6" (1.13.28)

@20 = Dot 0 = Do [92_)(1) + 91_)(0)] Dy [92—)(1)] + Dy [91_)(0)] =

G20 = Dy[0,857] + @y x [0,850] + 6,0 ; 70 =7V =

az/o = 91u(1) + D [92_)(1)] [91_)(1)] [92_)(1)] =

dpy0 = 0,057 + 6,0V — 6,6,u” (1.13.29)

d3/0 = dz/0 (1.13.30)
(d) U¢ Noktasimin Zemine Gore Konumu:

Tp =Tpjo = s3ug ) = 5317§2) (1.13.31)
(e) U¢ Noktasinin Zemine Gore Hizi:

Up = 1713/0/?0 = DOFP/O = D0[53ag )] =D, [53175,2)] + 52/0 [53u§ )] (1.13.32)

Ba0 = 0,057 + 6,0V = 6,0 + 6,0 co, — uPs6,] =

By = UL 0 + U (61¢6,) — 1P (6;56,) (1.13.33)

Up = s3u§2) + [u gz)éz + ﬁgz) (é1C92) - ﬁgz)(élwz)] [Ssﬁgz)]

Up = ugz)s3 + u§2) (s36,) + ug ) (530,565) (1.13.34)
(f) U¢ Noktasimin Zemine Gore Ivmesi:

dp = dp/o;7, = DoVpjo/7, = DoVp = DyUp + Wpjo X Up =

dp = ug )8, + 1752) (530, + $36,) + z_igz) (536,50, + 536,50, + 5360,60,C65)

+ [1$6, + 0 (61.06,) — U (B1562)] X [15785 + s (5367) + Uy (536156,)] =
dp = 1712) (530, + 2336, — 530750,c0,)
+ ﬁgz)(s3§1592 + 2$360,50, + 2556,60,c60,)

+ U5 (85 — 5363 — 5307526,) (1.13.35)
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1.14. Bir Eksen Takiminin Diger Bir Eksen Takimina Gore Vidasal Hareketi
(Chasles Teoremi)

—(b) n
Us

Sekil 1.11. iki Eksen Takim1 Arasindaki Vidasal Yerdegistirme
1.14.1. Bir Eksen Takiminin Bir Baska Eksen Takimina Gore Yerdegistirmesi

Sekil 1.11'de F,(B) gibi bir eksen takiminin F,(A) gibi bir bagka eksen takimina gore yaptigi
yerdegistirme goriilmektedir. Bu yerdegistirme, asagidaki bigimde ifade edilebilir.

Donme Yerdegistirmesi: C@b) = ¢ =m0 (1.14.1)
Otelenme Yerdegistirmesi: 745 = 7 (orijinler arasinda) (1.14.2)

Ote yandan, Chasles teoremine gore, dtelenme yerdegistirmesi, ddnme ekseni iizerinde yapilan
bir yerdegistirmeye indirgenebilir. Soyle ki,

N

B = Tac t Tcp +7pp =

F=C4+ns—d (1.14.3)
Yine Chasles teoremine gore, & = 7, vektorinin F,(A)'daki gorinimii ile d = 7, vektorinin
Fp(B)'deki goriinlimii aynidir. Yani,

q® — #@ — ¢ (1.14.4)

Bunun yanisira, donme eksenini belirleyen 71 birim vektoriiniin, her iki eksen takimindaki
goriiniimii de zaten aynidir. Yani,

(1.14.4) ve (1.14.5) denklemleri sayesinde, (1.14.3) denkleminin F,(A) eksen takimindaki matris
denklemi karsilig1 sdyle yazilabilir.

F@) — #a) 4 7@g _ Fab)g®) —

F=c+ns—eWi=ns— (" -I)c (1.14.6)
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Bu arada, hatirlanacagi tizere,

e™ = [+ fisinf + #%(1 — cos @) (1.14.7)
Boylece, (1.14.6) denklemi s6yle de yazilabilir.

7 =fs — [fisin® + fi%(1 — cos §)]¢ = ns — #A[[sin@ + 7Ai(1 — cos§)]¢ (1.14.8)
Bu denkleme dayanarak su tanim yapilabilir.

E =1sinf + (1 - cosH) (1.14.9)
Bu sayede, (1.14.8) denklemi, kisaca, s0yle yazilabilir.

7 =ns—fAkEe (1.14.10)

(1.14.10) denkleminden s ile ¢ parametreleri, diger parametreler (8, 7, ) cinsinden asagida
agiklanan bi¢gimde belirlenebilirler.

- Vida ekseni Uzerinde ilerleme adimi (s):

t s—ntAEc: ath =1, ati =0t =

=7 7 (1.14.11)

I~

=nt

S|
=i

[
Il
S

Eger 8 # 0 ise, s ilerleme adimi, bir vida adim: olarak yorumlanabilir ve 6 donme agisiyla soyle
iligkilendirilebilir.
s =16 (1.14.12)

Bu iligkide, A parametresi vidanin hatvesi olarak tanimlanir.

- Vida ekseninin gectigi C noktasinin konumu (¢):

7 =0s —AE¢ = n(n'r) — AEc = AEc = (ant — NFf = AE¢ = A*F =

Ec=#r +yn (1.14.13)
Bu esitlikteki y keyfi olarak se¢ilebilecek bir sayidir.
Bu arada, eger sin 6 # 0 ise, gosterilebilir ki,

E-'=({ +e)/(25sin0) (1.14.14)
Boylece, (1.14.13) denkleminden ¢ i¢in asagidaki genel ¢6zum elde edilir.

¢ = (I + e ™0)(#F + yn)/(2sin B) (1.14.15)

Ozel olarak ise, ¢ ile 7 vektérlerinin birbirine dik oldugu minimal ¢6ziim secilebilir. Bu ¢ozim,
asagida dogrulandigi gibi, y = 0 olmasini gerektirir.

ntc =0 = at( + e ™) (fiF + yn)/(2sinf) =0 =

(I + e ™) (ntAF + yatn)/(2sin0) = ([ + e ™)y /(2s5in0) =0 =

y=0 (1.14.16)
Bunun iizerine, minimal ¢6ziim asagidaki ifadeyle elde edilir.

¢ = (I +e™)fir/(2sinh) (1.14.17)
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Eger sin 8 = 0 ise, asagida incelenen U¢ 6zel durum ortaya cikar.
- Hi¢ donme olmamasi, yani 8 = 0 olmast:
Bu durumda, (1.14.6) denkleminden su sonuglar ¢ikarilir.
F=7s = a=7/|F] ve s=| (1.14.18)

Ne var ki, bu durumda 6 = 0 fakat s # 0 oldugu icin gercekci bir vida yorumu yapilamaz.
Ancak, biraz zorlamayla, 1 = oo olan hayali bir vida yorumu yine de yapilabilir.

- Tam tur dénme (6 = 2m) olmast:
Bu durumda da, (1.14.6) denkleminden 6nceki durumla ayni sonuglar ¢ikarilir.
r=ns = n=r/|r| ve s =|r| (1.14.19)
Bununla birlikte, bu durumda, A = s/(2m) olan gergek bir vida yorumu yapilabilir.
- Yarim tur donme (6 = 1) olmasi:
Bu durumda, (1.14.6) denklemi su sekli alir.
F=fns—(e"™—-DNc=ns— [ +2/* - =
7 =ns — 2A%¢ (1.14.20)

Bu durumda da, s = nt7 olarak bulunur ve hatvesi A = s/m olan gercek bir vida yorumu
yapilabilir. Bunun yanisira, ¢ parametresi ise, (1.14.17) denkleminden asagidaki limit alma
stireci ile belirlenebilir.

¢ = lime_o[[ + e "™ *OfiF/[2 sin(m + £)] =

¢ = —limg o[l + e e "¢]fir /(2¢) =

¢ = —limg o[l + (I + 2A%) ([ — fie)|Ar/(2e) =

¢ = —7*7/2 (1.14.21)

1.14.2. Vidasal Yerdegistirmeye iliskin Homojen Déniisiim Matrisi

Bu arada, Sekil 1.11'deki F,(A) ve Fp(B) eksen takimlarmin orijinleri sirasiyla C ve D
noktalarina kaydirilarak orijinleri dénme ekseni (zerinde ilerleyen F,(C) ve F,(D) eksen
takimlar1 elde edilebilir. Bu 6zel eksen takimlar1 arasindaki yerdegistirme iligkileri agagidaki
bicimde ifade edilebilir.

Donme Yerdegistirmesi: ~ C(@P) = ¢ = ¢™? (1.14.22)
Otelenme Yerdegistirmesi: #.p = 7is (orijinler arasinda) (1.14.23)

F,(C) ile F,(D) arasindaki homojen doniisiim matrisi ise, s ile 8 arasindaki vida iligkisi de
kullanilarak, soyle ifade edilebilir.

_ A(ap)  #=(@) _ A0 o 76 n
G = (O T o = [e_nt "5] = [e_ ’1("9)] (1.14.24)
Ot 1 0 1 Ot 1
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1.14.3. Bir Eksen Takiminin Bir Baska Eksen Takimina Gore Hizi

Sekil 1.11'deki Fp(B) eksen takiminin F,(A) eksen takimina gére donme ve Gtelenme hizlari
sOyle ifade edilebilir.

Doénme Hizi (Agisal Hiz): @y, = @ (1.14.25)
Otelenme Hiz:: Up/a/F, = Dalg/a = Dalap = DT’ = ¥ (1.14.26)

Ote yandan, Chasles teoremine gore, anitk donme ekseni (yani 7t birim vektor() sabit kabul
edilebilir. Buna gore, @ ve v vektorleri igin F,(A) eksen takiminda asagidaki matris ifadeleri
yazilabilir.

0@ =@ =nb (1.14.27)
7@ = ¢ = dr/dt = d[as — (e™ - )¢]/dt =
7 = ns — 07e™¢ = s — fe™0ic (1.14.28)

Vida iligkisi varsayimiyla, (1.14.28) denklemi sdyle de yazilabilir.
U= (A1 —7e™¢) = (A1 — e™7ic)f = (N1 + e™én)h =
7=+ e™&n0 = A + e™dw (1.14.29)

Bu arada, donme ve 6telenme hizlarini bir arada ifade etmek amaciyla burum (twist) adi verilen
asagidaki genisletilmis (6x1 boyutlu) dikeysira matrisi tanimlanabilir.

__ o] _[  m .
= [17] = [(/11 + e"“’a)ﬁ] 0 (1.14.30)
(1.14.30) denklemi ise, burgu (screw) adi verilen asagidaki 6x1 boyutlu dikeysira matris

tanimina yol agar.

_ 7
S= [(A” eﬁgg)ﬁ] (1.14.31)

Burum ve burgu tanimlar1 sayesinde iki eksen takimi arasindaki hiz iliskisi kisaca soyle ifade
edilebilir.
=356 (1.14.32)

Aslinda, yukaridaki denklemlere bakilarak burgu matrisi (screw matrix) olarak anilan asagidaki
6% 3 boyutlu matris de tanimlanabilir.

£=1; " o] (1.14.33)

Boylece, @ = @ oldugu gbz Oniine almarak iki eksen takinmu arasindaki hiz iliskisi soyle de
ifade edilebilir.

=S (1.14.34)
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